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概 要
箙の表現論を用いたパーシステントホモロジーの一般化について講演を行う．
本講演の結果により，可換梯子箙上でのパーシステント加群に対しても，通
常のパーシステントホモロジーと同様にパーシステント図などの位相的デー
タ解析で重要な指標が与えられることになる．講演内容の詳細は論文 [3]を
参照されたい．

1. 箙の表現論とパーシステントホモロジー
位相空間のフィルトレーション X : X1 ⊂ · · · ⊂ Xnに対して，パーシステントホ
モロジーH∗(X )は 1変数多項式環K[z]（Kを体とする）上の次数付き加群H∗(X ) =⊕n

ℓ=1H∗(Xℓ)として定められる [4]．ここで多項式の作用は包含写像Xℓ ↪→ Hℓ+1からの
誘導準同型H∗(Xℓ)→ H∗(Xℓ+1)で与えられる．このとき位相的データ解析で最も重要
な指標になるパーシステント図は（例えば [5]参照），単項イデアル整域K[z]上の有限
生成加群としてH∗(X )を直既約な加群へ一意分解することから得られる．
一方，箙の表現論（詳細は2節参照）の立場からは，パーシステントホモロジーH∗(X )

はAn型箙
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上の表現
H∗(X ) : H∗(X1)←→ H∗(X2)←→ . . .←→ H∗(Xn)

と見なせる．ここでAn型箙内のそれぞれの辺←→は←−もしくは−→であるとし，そ
れに応じて表現H∗(X )内の対応する線型写像の向き←→も定めるものとする．よって
表現の立場では，次数付き加群としてのパーシステントホモロジーは，線型写像の向
きが全て右向きのAn型箙の表現に対応することになる．
Gabrielの定理（[1]を参照）によると，An型箙上の表現は区間表現 I[b, d]（1 ≤ b ≤

d ≤ n）による一意な分解

H∗(X ) ≃
s⊕

i=1

I[bi, di]

を持つ．ここで区間表現 I[b, d]とは頂点 i（b ≤ i ≤ d）上で1次元ベクトル空間K，そ
れ以外の頂点では0を割り当て，さらに線型写像K → Kを恒等写像で与えた表現であ
る．これにより，一般の向きを持つAn型箙上の表現と見なした場合でも，この一意分
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解からパーシステント図が多重集合

D(H∗(X )) = {(bi, di) ∈ N× N | i = 1, . . . , s} (1)

として与えられる．
論文 [2]で議論されたこのAn型箙上の表現としての拡張は，パーシステントホモロ

ジーの位相的データ解析への適用範囲を広げることになった．例えば，タンパク質フォー
ルディングなどの時系列として位相空間の列X1, . . . , Xn（フィルトレーションになる
とは限らない）が与えられている場合にも，

X1 ↪→ X1 ∪X2 ←↩ X2 ↪→ . . . ↪→ Xn−1 ∪Xn ←↩ Xn

が誘導するパーシステントホモロジー

H∗(X1) −→ H∗(X1 ∪X2)←− H∗(X2) −→ . . .←− H∗(Xn) (2)

を調べることで，時系列X1, . . . , Xnの中で存続する位相的特徴を抽出することが可能
になる．
しかしながら，パーシステントホモロジー (2)では，各位相空間Xiに対して頑健な

位相的特徴が抽出できないことに注意しておく．この点を改善する最も簡単な方法は，
各 iごとに2段階のフィルトレーションYi ⊂ Xiを導入した以下の図式

H∗(X1) H∗(X1 ∪X2) H∗(X2) . . . H∗(Xn)

H∗(Y1) H∗(Y1 ∪ Y2) H∗(Y2) . . . H∗(Yn)

を調べることである．このような背景のもと，本講演では上段と下段で同じ横方向の
向き付けを与えた可換梯子箙
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上の表現としてパーシステント加群を定め，その性質を調べる．特に，通常のAn型箙
上のパーシステントホモロジーと同様に，パーシステント図などの位相的データ解析
で重要な指標を可換梯子箙上にどのように一般化するかという点を中心に解説を行う．
詳細は [3]を参照されたい．また本講演で用いる多元環の表現論については [1]を参考
文献に挙げておく．

2. 多元環の表現
箙G = (G0, G1)とは，頂点集合がG0で有向辺の集合がG1で与えられる有向グラフ
のことである．本講演では有限（|G0|, |G1| <∞）かつサイクルを持たない箙のみを考
える．箙Gの頂点aから bへの辺α ∈ G1をα : a→ bと表し，道ρ = α1 ◦ · · · ◦ αsをαi

の終点とαi+1の始点が等しい辺の合成として定める．
箙Gに対して道代数KGは，G内の全ての道で張られるベクトル空間に，道の合成か

らなる積構造を入れたもので定義する．また，始点と終点が等しい異なる道ρ, ρ′からな



るρ− ρ′の集まりはKGの両側イデアル Iを生成し，その商が定める多元環A = KG/I

は箙上に可換関係を与える．
箙 (3)の横方向の向き付けは上・下段で同じであるので，その向き付けに対応する

n− 1個の記号f, b（forwardとbackward）の列 τnを与えることで，可換梯子箙が決定
する．そこで可換梯子箙 (3)が定める多元環をCL(τn)で表すことにする．
一般に多元環A = KG/I上の表現M = (Ma, φα)a∈G0,α∈G1とは，各頂点 a ∈ G0にベ

クトル空間Maを，各辺α : a → bに線型写像φα : Ma → Mbを割り当て，さらにイデ
アル I上でこれらの線型写像の合成が零写像になるものとして定められる．従って，可
換梯子箙 (3)上のパーシステント加群は多元環CL(τn)上の表現として定義されること
になる．なお，本講演では表現内のベクトル空間は全て有限次元のものを扱う．
このときKrull-Schmidtの定理によると，任意の表現Mは直既約な表現の直和M ≃

W1 ⊕ · · · ⊕Wsに同型を除いて一意に分解できる（ここでWiは直既約表現を表す）．
よって可換梯子箙上のパーシステント加群を研究するには，(1) 直既約表現の同型類が
どのくらい存在するか，および，(2) その同型類はどのような種類の表現で与えられる
か，をまず調べる必要がある．ここで一般に，多元環Aは直既約表現の異なる同型類
の個数が有限個であるとき有限型であるといい，そうでないとき無限型とよぶ．

3. 可換梯子箙上でのパーシステント加群とAuslander-Reiten箙
さてAn型パーシステント加群の場合は，Gabrielの定理により有限型となり，またそ
の直既約表現を区間表現と呼んでいた．またパーシステント図は直既約表現の重複度
に対応する多重集合 (1)で定められていた．そこで可換梯子箙CL(τn)上で定められる
パーシステント加群に対して，An型パーシステント加群と同様の理論を構築するには，
以下の2つの疑問に答える必要がある．

1. 可換梯子箙の表現型は有限型かどうか?

2. 有限型の場合，区間表現とパーシステント図に対する対応概念は何か?

これらの疑問に答える為にAuslander-Reiten箙について復習する．一般に，多元環
Aに対してそのAuslander-Reiten箙Γ(A) = (Γ0,Γ1)は，頂点集合Γ0を全ての直既約表
現の同型類で与え，また同型類 [M ], [N ] ∈ Γ0に対して既約射M → Nが存在するとき
Γ1内の辺 [M ]→ [N ]を割当てるものとして定められる．
本講演では以下の結果 [3]を紹介する．

定理 3.1. 多元環CL(τn)はn ≤ 4のとき向き付け τnによらず有限型となる．またn > 4

では一般には無限型となる．

ここで有限型の場合のAuslander-Reiten箙は論文 [3]に全て列挙されている．例えば
可換梯子箙CL(fb):
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のAuslander-Reiten箙は以下で与えられる:
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ここで各頂点の同型類は次元ベクトルで表示している．
この定理により本節に挙げた疑問 1は解決される．また疑問 2の区間表現に対応す

る直既約表現のリストはAuslander-Reiten箙の頂点集合 Γ0で与えられることになる．
さらに，疑問 2のパーシステント図に関しては以下の定義により一般化されることに
なる．

定義 3.2. Mを可換梯子箙CL(τn)（n ≤ 4）上のパーシステント加群とし，その直既約
分解が

M ≃
⊕
[I]∈Γ0

Ik[I] , k[I] ∈ N0 = {0, 1, 2, . . . }

で与えられているとする．ここで Γ0はCL(τn)のAuslander-Reiten箙の頂点集合を表
すものとする．このときMのパーシステント図DMはAuslander-Reiten箙の頂点集合
Γ0上の関数

DM : Γ0 ∋ [I] 7→ k[I] ∈ N0

として定められる．

これにより可換梯子箙CL(τn)上で，通常のパーシステントホモロジーと同じ枠組み
を構築することが可能になる．また，定義3.2によるパーシステント図を具体的にもと
めるアルゴリズムや，位相的データ解析における各直既約表現の意味等の詳細は [3]に
与えられているので参照されたい．
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