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1. 野水の定理
Gを単連結可解リー群とする。Gはココンパクト離散部分群 (格子と呼ぶ）Γを持つと
仮定する。コンパクト等質空間G/Γを可解多様体 (solvmanifold)と呼ぶ。Gが冪零の
時、G/Γを冪零多様体 (nilmanifold)と呼ぶ。gをGのリー環とし、リー環の複体

∧
g∗

を考える。この時
∧

g∗は可解多様体G/Γ上の左不変な微分形式の成す部分複体と見る
ことが出来る。
Nomizuは以下を示した。

定理 1.1 G/Γを冪零多様体とする。複体の埋め込み∧
g∗ ⊂ A∗(G/Γ)

はコホモロジーの同型
H∗(g) ∼= H∗(G/Γ)

を導く。

Nomizuの定理はHattori[2], Mostow[10]等によって特別な可解多様体の場合に一般化
されている。しかし、一般の可解多様体G/Γは同型H∗(g) ∼= H∗(G/Γ) を満たさない。

例 1.2 G = Rnϕ R2 ϕ(t) =

(
cos πt − sinπt

sin πt cos πt

)
.

Γ = 2Z n Z2.

この時Γ ∼= Z3より、G/Γは 3-トーラスであり、dimH1
d(G/Γ) = 3. 一方、gは非可

換で、dimH1(g) = 1。よって、同型H∗(g) ∼= H∗(G/Γ) を満たさない。

よって、野水の定理のステートメントをそのまま可解多様体に適用することは出来
ない。そこで、野水の定理の拡張問題として、まず以下を考えたい。

問題 1.3 一般の可解多様体のde Rhamコホモロジーが計算できるような、良い有限次
元複体を与えよ。

野水の定理について、コホモロジーの計算以外に、今ひとつの視点を与えたい。de

Rham複体のように、次数付き代数でライプニッツ則を満たす微分作用素を伴ったもの
をdifferential graded algebra(DGA)と呼ぶことにする。DGAA∗に対して、A∗とコホ
モロジーの同型を導くような射でつながれるDGAをA∗のモデルと呼ぶ。DGAのモデ
ルの中で”最小”のものを作ろうというのがSullivanの極小モデルの理論である。([14])

野水の定理は、次のように言うことが出来る。

定理 1.4 G/Γを冪零多様体とする。この時、DGA
∧
g∗はG/Γのde Rham複体の”ex-

plicit”なSullivanの極小モデルである。
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Sullivanの極小モデルはその”DGA構造”自体は,　元のDGAに対して一意的なもので
あるが、その”作り方”には様々な可能性があることに注意されたい。
この定理の可解多様体への拡張を考えてみたい。G/Γを可解多様体の場合、仮に同

型H∗(g) ∼= H∗(G/Γ)が成り立ったとしても、DGA
∧
g∗は Sullivanの意味での極小で

はない。そこで、以下の問題についても考えてみたい。

問題 1.5 定理1.4の意味での野水の定理の拡張とは?

2. 野水の定理の拡張
gを可解リー環とする。nをgの極大冪零イデアルとする。この時、（部分リー環とは限
らない）部分空間V ⊂ gで以下を満たすものが取れる. ([1])

• g = V ⊕ n (ベクトル空間として）

• 線形写像ads : g = V ⊕ n ∋ A+X 7→ (adA)s ∈ D(g)がリー環の準同型写像。

ただし (adA)sはAの adjointの gの線形作用素としてのジョルダン分解における
半単純部分。

Gを gをリー環として持つ単連結可解リー群とする。上記準同型 ads : g → D(g)の拡
張Ads : G → Aut(g)を取る。この時、Ads : G → Aut(g)は対角化可能な表現であるの
で、g× CのX1, . . . , XnでAds(g) = diag(α1(g), . . . , αn(g)と書けるものが存在。
問題1.3に対して、これを用いて以下のことが言える。 ([4], [5])

定理 2.1 Gを単連結可解リー群で、格子Γを持つとする。このとき、上記のx1, . . . , xn

とα1, . . . , αnを考える。A∗(G/Γ)⊗ Cの部分複体A∗
Γを

Ap
Γ =

⟨
αi1···ip xi1 ∧ · · · ∧ xip

∣∣ αi1···ip⌊Γ= 1
⟩
.

と定義する。ここで αi1···ip = αi1 · · ·αip and (i1, . . . , ip) ⊂ {1, . . . , n}。このとき、埋め
込みA∗

Γ ⊂ A∗(G/Γ)⊗ Cは同型

H∗
d(A

∗
Γ)

∼= H∗
d(G/Γ)

を導く。

リー環 gの微分作用素全体の空間D(g)に対して、半直積D(g) n gを考える。この
時、上記準同型ads : g → D(g)に対して、

u = {X − adsX ∈ D(g)n g|X ∈ g}.

と定義すると uは冪零リー環となる。問題 1.4に対して、以下のことが言える。 ([4],

[5], [8])

定理 2.2 G/Γを可解多様体とする。次のようなDGA

A∗ =
⊕

A∗(G/Γ, Eα)

を考える:



• {Eα}は位相的に自明な複素1次元平坦ベクトル束の全体。

• A∗(G/Γ, Eα)はEαに値を取る平坦接続から定まる外微分を持つde Rham複体。

• 平坦束のテンソル積により、積A∗(G/Γ, Eα)×A∗(G/Γ, Eβ) → A∗(G/Γ, Eα⊗Eβ)

を入れる。

この時、DGA
∧

u∗はDGA A∗の explicitなSullivan極小モデルとなる。

注意 2.3 定理2.1におけるコホモロジーを計算するための複体A∗
Γは

∧
u∗の部分DGA

になっている。よって、全ての可解多様体のコホモロジーは実はGから定まるある冪
零リー環のコホモロジーの部分空間に同型であるということがわかる。
これは重要な気付きである。例えば、離散群Γの表現の”局所理論”について、冪零

と可解の両方の場合を統一的に扱うことが出来るようになる。([9])

3. 野水の定理の拡張続論
可解多様体G/Γにおいて同型H∗(g) ∼= H∗(G/Γ)が成り立たないことを見た。野水の
定理は可解多様体にシンプルに拡張することは出来ない。可解多様体を考えることは
野水の定理の拡張問題として、必ずしも良い設定ではないかもしれない。ここでは拡
張の方向性として、新しい可能性を考えたい。
単連結可解リー群はユークリッド空間と同相なので、可解多様体G/ΓはEilenberg-

Maclane空間K(Γ, 1)である。よって、その de Rhamコホモロジーは群コホモロジー
H∗(Γ)と同型である。ということで、次のような目標を定めておく。

問題 3.1 群コホモロジーH∗(Γ)を何か”連続的な対象”だけを見て計算しよう。

ここで、入れ物の可解リー群Gは忘れてかまわないので、設定を代数的にし直すこと
にする。

定義 3.2 群Γがpolycyclicであるとは部分群列

Γ = Γ0 ⊃ Γ1 ⊃ · · · ⊃ Γk = {e}

で各ΓiがΓi−1の正規部分群かつ Γi−1/Γiが cyclicであるものが取れることを言う. Γの
ランクを rankΓ =

∑i=k
i=1 rankΓi−1/Γiと定義する。

単連結可解リー群の離散部分群はトーションのないpolycyclic群であることが知られ
ている。([12])

ここからはΓはトーションのないpolycyclic群とする。

定義 3.3 ΓがQ-”代数群”(一般線形群の中のZariski閉部分群)Gに”full”に入るとは以
下の条件を満たすことである:

1. ΓはGの部分群。

2. ΓのGにおけるZariski閉包はGに一致する。

3. rankΓ = dimU(G)。ここでU(G)はGの冪単根基 (unipotent radical)。



トーションのないpolycyclic群Γが fullに入るQ-代数群は常に存在する。特に、Γが
fullに入るQ-代数群Gで、U(G)の中心化群がU(G)に含まれるものはΓに対して一
意に存在する。([12])

注意 3.4 代数群Gは、極大簡約部分群Tを取ることによって、

G = TnU(G)

と分解する。U(G)の中心化群がU(G)に含まれる、という条件は、TがU(G)に忠実
に作用する、と言い換えることが出来る。

以下を示すことが出来る。([6])

定理 3.5 トーションのない polycyclic群ΓがQ-代数群Gに fullに入っているとする。
このとき、任意のGの代数群としての表現 V に対して、埋め込みΓ ⊂ Gはコホモロ
ジーの同型

H∗(G, V ) ∼= H∗(Γ, V )

を導く。

ここでH∗(G, V )は代数群の有理コホモロジー ([3])と呼ばれるもので、形式的には
H∗(G, V ) = ExtG(V )と定義される。簡単に言うと”代数的なカテゴリー”で考えた群
コホモロジーである。

注意 3.6 この定理の設定において、Gは単連結可解リー群とは異なるものであるの
で、前章において考えた設定とは本質的に別物である。しかし、冪零の場合に限れば、
Nomizuの定理における設定と同一のものであると言える。
Γが単連結冪零リー群Gの格子であるとすると次のことが言える ([12]):

• GはユニポテントQ-代数群Gと”見なす”ことが出来る。

• ΓのZariski閉包はGと一致する。

定理によって、コホモロジーH∗(Γ)はGから、(Γのことを忘れても)計算すること
が出来る。Gの分解をG = TnU(G)を考えると、コホモロジーの同型

H∗(G, V ) ∼= H∗(u, V )T

が得られる。([3])　ここで、 uはU(G)のリー環。よって、同型

H∗(u, V )T ∼= H∗(Γ, V )

が成り立つ。特に、上記注意のようにΓが単連結冪零リー群Gの格子であるとすると,

G = U(G)つまりTは自明より、この時、同型H∗(u) ∼= H∗(Γ) が成り立つ。H∗(Γ)は
冪零多様体G/Γのコホモロジーに同型であるから, (細かいことを気にしなければ)この
同型はNomizuの定理の同型 (の有理係数版)である。よって定理は拡張されたNomizu

の定理のように見ることが出来る。
ここで得られた定理は（証明も含めて)かなり純粋代数的なものである。そこで、こ

れをNomizuの定理のような形で幾何学的に”表現”してみたい。
Nomizuの定理は多様体G/Γ = K(Γ, 1)のde RhamコホモロジーをGの不変微分形

式によって計算する、というものであった。これに習って、次の対象を考える。



• 代数群Gに対して、分解G = TnU(G)を考えて、U(G)のリー環uの双対複体
のT-不変部分複体 (

∧
u∗ ⊗ V )Tを考えると、これはU(G)上のG-不変微分形式

と見なすことが出来る。

• 群Γに対して、その各元を単体の頂点と見なし、対角作用で移り合う複体を同一
と見なすような単体複体BΓ(Γの分類空間)を考えると、これはK(Γ, 1)である。
単体複体には多項式値の de Rham複体が定義できるので ([14]), BΓの de Rham

複体A∗
poly(BΓ, V )を考える。

この時、定理3.5から次のことが言える ([7])

定理 3.7 トーションのない polycyclic群ΓがQ-代数群Gに fullに入っているとする。
このとき、任意のGの代数群としての表現V に対して、単体複体の射(∧

u∗ ⊗ V
)T

→ A∗
poly(BΓ, V )

でコホモロジーの同型
H∗(u, V )T ∼= H∗(BΓ, V )

を導くものを作ることが出来る。

T上の多項式環Q[T]をTー加群と考えると、A∗
poly(BΓ,Q[T])はDGAになる。また、(∧

u∗ ⊗Q[T]
)T

=
∧

u∗

となるので、次のように言える。

定理 3.8 DGA
∧

u∗はDGA A∗
poly(BΓ,Q[T])の explicitなSullivan極小モデルである。
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