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Chas–Sullivanから様々なストリングトポロジー –歴史概観–

Chas–Sullivan [CS] (1999) : 向き付け可能閉多様体M に対して，自由ルー
プ空間 LM := map(S1,M)のホモロジー (ループホモロジー)上にループ
積が定義される．

lp : H∗(LM) ⊗ H∗(LM) → H∗−dimM(LM)

Cohen–Jones [CJ] (2002) : ループ積 lpのホモトピー論的解釈

Cohen–Godin [CG] (2004) : 向き付け可能閉多様体のストリングトポロジー
に付随する位相的場の理論 (TQFT)

lp = コボルディズム の TQFT作用素

Félix–Thomas [FT] (2009) : (多様体の一般化である) Gorenstein 空間のスト
リングトポロジー · · · 導来ストリングトポロジー
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Chataur–Menichi [CM] (2012) : Lie 群の分類空間のストリングトポロジーと
付随するホモロジー的共形場理論 (HCFT)(TQFTを含む) . . .

Table: (1) ストリングトポロジー (ST )の研究対象とその構造

\...の ST 向付け可能 Lie 群の スタック Gorenstein
付加構造 \ 　　　 閉多様体 分類空間 (軌道体を含む) 空間

ループ (余)積 [CS] (’99) [CJ] (’02) [CM] (’12) [BGNX] (’12) Behrend, [FT] (’09) [KMN]
位相的場の理論 [CG] (’04) [Tam] (’10) [Gu](’11) Ginot, Noohi, Xu

開閉理論 　 [BCT] (’09) [K20a] [LUX] (’08) ??

BV代数構造 [M09b][H](Lie群) [KM] (’19) [A] (’18)
HCFT 　 [Go] (’08) [HL] (’15) 軌道体関連 ??
de Rham, [Ir] (’18) ディフェオ [FT] [Na] (’15)

有理ホモトピー論 [FT] (’09) [KM] (’19) ロジー適用 ?? [Wa1] (’16)
計算ツールの開発 [CJY] (’04) [KM] (’19) [CN] (’16) [KMN] (’15)
導来圏での考察 [BCT] (’09) [K16] [KMN] (’15)

Hochschild cohomology [M09a] [K11] ??

map(Sn,M) (Brane topology [Sullivan–Voronov][Wa2])

map(Σg,M) (Surface products [GTZ Ginot–Tradler–Zeinalian])
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多様体のストリングトポロジーから導来ストリングトポロジー–構成方法概説–

Cohen–Jones (’02)によるループ積の構成方法：
　M：向き付けられた d次元閉多様体，次の図式 (1)を考える.

LM

ev0 ��

LM ×M LM
Compoo

ρ
��

q // LM × LM

ev0×ev0��
M M

∆
// M × M

右側の図式はプルバックであり，Compはループの結合を表す写像である．

対角写像∆ : M → M × M，閉環状近傍 i : M
i→ Tub → M × M とレト

ラクション r : Tub → M を考える．交叉積∆! が次の合成で定義される：

H∗(M × M)
j∗ // H∗(M

×2,M×2 \ Tub◦) H∗(Tub, ∂Tub)
∼=oo τ∩−// H∗−d(Tub)

r∗ // H∗−d(M)

評価写像 ev0 で持ち上げて ∆̃! : H∗(LM × LM) → H∗−d(LM ×M LM)
を考えることができる．こうしてループ積が定義される：

lp := Comp∗ ◦ ∆̃! : H∗(LM) ⊗ H∗(LM) → H∗−d(LM)

Katsuhiko Kuribayashi (Shinshu University) Derived string topology MSJ Spring Meeting 2021 5 / 24



定理 2.1 (Chas–Sullivan (’99), Cohen–Jones (’02))

M を向き付けられた d次元閉多様体，H∗(LM) := H∗+d(LM)と定義する．
さらに，• : H∗(LM) ⊗ H∗(LM) → H∗(LM)を

a • b = (−1)d(deg a+d)lp(a ⊗ b)

と定義する．このとき (H∗(LM), •)は次数付き可換，結合的かつ単位元
s∗([M ])を持つ単位的代数である．ここで s : M → LM は定値ループを対応
させる ev0 の切断で，[M ]はM の向きである．

定理 2.2 (Cohen–Jones–Yan (’04))

次数付き代数として次の同型が成立する:

H∗(LSn;Z) ∼=
{

∧(a) ⊗ Z[u], n ≥ 3は奇数,
∧(b) ⊗ Z[a, v]/(a2, ab, 2av), n ≥ 2は偶数.

ここで，|a| = −n，|u| = n − 1，|b| = −1，|v| = 2n − 2である．
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導来ストリングトポロジー

定義 2.3 (FHT Félix–Halperin–Thomas, 1988)

次の性質を持つ連結空間M を d次元 K-Gorenstein 空間という:

dim Ext∗C∗(M)(K, C∗(M)) =

{
0 if ∗ ̸= d
1 if ∗ = d.

ここで，C∗(−) := C∗(−;K)は体 K係数特異コチェイン複体関手である．

Gorenstein 空間, (次元)の例

向き付けられた d次元閉多様体M , (d次元)

連結 Lie 群Gの分類空間BG, (− dimG次元)

連結 Lie 群G作用を持つ閉多様体M から得られる Borel構成 EG×G M ,
(dimM − dimG 次元 )

L. Avramov and S. Halperin, Through the looking glass: A dictionary between rational homotopy

theory and local algebra, Algebraic Topology and their Interactions, 3–27, LNM, vol 1183,

Springer, 1986.
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補題 2.4

M を d次元連結 Poincaré 双対空間とする．f : N → M を連結空間からの写像
とするこのとき，同型 Ext∗C∗(M)(C

∗(N), C∗(M)) ∼= Hd−∗(N) が成り立つ．

実際，半自由分解F ≃→ C∗(N)を用いて，次の同型の列を得る．

ExtnC∗(M)(C
∗(N), C∗(M))

= Hn(HomC∗(M)(F , C∗(M))) ∼= Hn(HomC∗(M)(F , C∗(M)∨))

∼= Hn(HomK(F ⊗C∗(M) C∗(M),K))
P.D.∼= Hn(HomK(F ⊗C∗(M) s

dC∗(M),K))

= Tor−n
C∗(M)(C

∗(N), sdC∗(M))∨ = Tor−n+d
C∗(M)(C

∗(N), C∗(M))∨

∼= Hd−n(N)∨.

ここで，sdC∗(M)は次数シフト，(sdC∗(M))k := Cd+k(M)である．

定理 2.5 (Félix–Thomas)

M を d次元単連結 K-Gorenstein空間で K係数コホモロジーが有限型であると
する．このとき Ext∗C∗(Mn)(C

∗(M), C∗(Mn)) ∼= H∗−(n−1)d(M) が成り立
つ．ここで，C∗(M)は対角写像∆ : M → Mn によりC∗(Mn)-加群と考え
ている．
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定理 2.6

M をK係数コホモロジーが有限型である単連結 Gorenstein 空間とする．導来圏
D(Mod-C∗(Mn))上 Ext

(n−1)d
C∗(Mn)(C

∗(M), C∗(Mn)) ∼= H0(M)の生成元に

対応する射∆! : C∗(M) → C∗−(n−1)d(Mn) を選ぶ．このとき，pをファイ

ブレーションとする引き戻し図式 E′ g //

p′
��

E

p
��

M
∆

// Mn,

に対して，

Ext
(n−1)d
C∗(E) (C∗(E′), C∗(E))の元であり，D(Mod-C∗(Mn))上で次の図式を可

換にする射 g! が一意に存在する． C∗(E′)
g!

// C∗(E)

C∗(M )
∆!

//

(p′)∗

OO

C∗(Mn).

p∗

OO

この定理に現れる射 g! を Gysin写像 (shriek 写像)と呼ぶ．
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図式 (1)に上述の定理 2.6を (n = 2の時に)適用して導来圏D(Mod-C∗(M2))
内の図式を得る．

C∗(LM)
Comp∗

// C∗(LM ×M LM)
q!

// C∗(LM × LM)

C∗(M)

ev∗
0

OO

C∗(M)

ρ∗

OO

∆!

// C∗(M × M),

(ev0×ev0)
∗

OO

上段の写像の合成として次数 dの双対ループ積と呼ばれる写像

Dlp : C∗(LM) → C∗(LM × LM)

が定義される．これより，
M が単連結閉多様体である場合，ループ積 lpの定義における (交叉積の持
ち上げ) ∆̃! の双対は，定理 2.6の写像の一意性から交叉積の双対∆! の
D(Mod-C∗(M2))上の持ち上げとなる．
Dlpの双対は，Cohen–Jonesによる多様体M 上の「本来」のループ積 lpを
誘導する：

lp = H(Dlp∨) : H∗(LM × LM) → H∗−dimM(LM)
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Chataur–Menichi による分類空間のストリングトポロジー –枠組み–

Chataur–Menichi [C-M] (2012) はコンパクト連結 Lie 群Gの分類空間BGの
ループコホモロジー H∗(LBG;K) := H∗+dimG(LBG;K) 上でホモロジー的
共形場理論 (HCFT)が展開できることを示した．すなわち，

BD(p, q) :=
⨿

Σg,p+q,g≥0

BDiff+(Σg,p+q, ∂)

のホモロジーH∗(BD(p, q))によるH∗(LBG;K)上の “プロップ”作用を与え
た．したがって，

Dehn ツイストに同伴するH1(BD(p, q))の作用から H∗(LBG;K)は
Batalin–Vilkovisky 代数構造をもつ．

H0(BD(p, q))に制限することでBGのループコホモロジーは 1 + 1次元
TQFT構造を持つ．特に，ペア・オブ・パンツ・コボルディズムΣ0,2+1(ま
たはΣ0,1+2)から得られる体係数ホモロジー上のループ積 (またはループ余
積)をもつ．
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Guldberg による分類空間のラベル付けられた２次元開閉 TQFT

Chataur–Menichi による分類空間のストリングトポロジーは， Guldberg [Gu]
(2011)によりラベル付きの 2次元開閉位相的場の理論に拡張された．

主張 4.1 ([K20a])

Lie 群の分類空間のラベル付けられた２次元開閉 TQFTにおける口笛作用素
(whistle cobordism operation)は一般に非自明である．

∂in

W : the whistle cobordism

∂out
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ラベル付けられた２次元開閉TQFT [MS, LP]

集合 Sによりラベル付けられた 2次元開閉 TQFToc-cob(S)を次のように定義 :

対象 Y =

finite⨿
S1 ⨿

finite⨿
K,H

IK
H , ただし IK

H はH,K ∈ S により 0, 1でそれぞ

れラベル付けられた I = [0, 1]である．

射 対象 Y0から Y1への 2-次元のコボルディズム (の類)，すなわち 2-次元向き
ずけられた多様体Σであり境界

∂Σ = ∂in ∪ ∂out ∪ ∂freeΣ

を持つ．ただし Y0 = ∂in, Y1 = ∂outである．さらに ∂freeΣは ∂Y0と ∂Y1の間
の 1-次元コボルディズムであり，∂Y0と ∂Y1のラベルと両立するように Sの元
でラベル付けられている．

Σ = (Σ, {ΣH}H∈S), ∂freeΣ =
⨿

H∈S

ΣH ,

合成 はラベルを保つようなコボルディズムの接着である．
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例 –コボルディズムの合成–

IH
K

IH
K

IH
L

IL
K

∂out= S1
⨿

IH
K ∂in= IH

L

⨿
IL
KIL

L

∂out=IH
H

W op : the opposite whistle

H ∂in= S1
⨿

S1

S1

S1
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定義 4.2

ラベル付けられた２次元開閉位相的場の理論 (開閉 TQFT)とはモノイダル関手

µ : (oc-cob(S),
⨿

) → (K-Vect,⊗)

のことである. ただし
⨿
はコボルディズムの位相和作用である．

µΣ1◦Σ2 = µΣ1 ◦ µΣ2 .

µΣ1
⨿

Σ2
= µΣ1 ⊗ µΣ2 .

=

W W op

◦

the cylinder with a hole

µ(the cylinder with a hole) = µW◦W op = µW ◦ µW op

Katsuhiko Kuribayashi (Shinshu University) Derived string topology MSJ Spring Meeting 2021 15 / 24



Guldbergによる分類空間のラベル付き開閉TQFT

設定:

G : 連結，コンパクト Lie群，BG : Gの分類空間

B : Gの連結閉部分群からなる適切な集合.

Σ := (Σ, {ΣH}H∈B) : 2次元ラベル付きコボルディズムでインバウンダ
リー ∂in とアウトバウンダリー ∂out を持つ．

次のプルバック図式でM(Σ)を定義する :

M(Σ) //

��

// map(Σ, BG)

i∗

��∏
H map(ΣH , BH)

Bι∗

// ∏
H map(ΣH , BG),

ただし, ι : H → G は包含写像で i :
⨿

H ΣH = ∂freeΣ → Σはうめ込みであ
る．M(Σ)を以下ΣのM-構成という．
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M -は関手的であることに注意する.

M(Σ) //

��

// map(Σ, BG)

i∗

��∏
H map(ΣH , BH)

Bι∗

// ∏
H map(ΣH , BG).

その関手性を用いて，うめ込み ∂in
in

// Σ ∂outout
oo から系列

(*) M(∂in) M(Σ)
in∗

oo out∗ // M(∂out) を得る．

注意 4.3

系列 (*)上の写像 in∗ はファイブレーションでありそのファイバーはH, G/K
や L → E → G/Lタイプのファイフレーションの全空間の積で与えられる．
ただし, K,L,H ∈ B. さらに，π1(M(∂in))のH∗(Fibre)への作用は自明で
ある. したがって， ファイバー積分 (in∗)!を用いて

µΣ : H∗(M(∂in))
(in∗)! // H∗(M(Σ))

(out∗)∗ // H∗(M(∂out))

が定義される．ただし，H∗( )は K-係数のコホモロジーである．
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定理 4.4 (Guldberg (2011))

ラベル付けられたコボルデズムΣから得られる作用素 {µΣ}{Σ} は Lie群Gの
分類空間の 2-次元ラベルつき開閉 TQFTを与える．

分類空間の開閉 TQFTにおける作用素は非自明?

注意 4.5 (玉乃井 Tam 2010)

多様体M のストリングトポロジーにおいて, ジーナス 1以上の境界つき局面に
対するH∗(LM)上のコボルデズム作用素は自明である．

“開理論”と “閉理論”をつなぐ口笛コボルディズムW とその反対W op に対する
作用素の (非)自明性を考察する．

HH
H = ∂in

W

∂out = S1H

µW := (out)∗ ◦ (in∗)! : H∗(M(IH
H )) → H∗+dimH(LBG)

µW op := (in)∗ ◦ (out∗)! : H∗(LBG) → H∗+dimG/H(M(IH
H ))
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口笛コボルディズム作用素の非自明性

定理 5.1 (K20a)

Gをコンパクト連結 Lie群，H を連結閉かつ最大階数部分群とし，GとH の整
係数ホモロジーは p-トージョンを持たないとする．ただし pは体 Kの標数であ
る．このとき，口笛コボルディズムW = (W, {WH})及び逆向き口笛コボル
ディズム (W op, {(W op)H}) に同伴する作用素 µW と µW op は非自明である．
さらに，(deg(Bι)∗(xi), p) = 1 (i = 1, ..., l)が成り立つとき，合成作用素

µW ◦ µW op = µW◦W op

も非自明である．ただし， Bι : BH → BGは包含写像 ι : H → Gが誘導す
る分類空間の間の写像であり，x1, ..., xl はH∗(BG;K)の生成元である．
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証明の概略 (µW の非自明性)

H∗(BG) ∼= K[x1, ..., xl], H
∗(BH) ∼= K[u1, ..., ul]と表記すると, (プル

バックのコホモロジーを計算する) Eilenberg–Moore スペクトル系列
(EMSS)を適用して次の可換図式をえる．

H∗(M(∂out)) ∼= H∗(LBG)

(out∗)∗

��
DµW

**

H∗(BG) ⊗ ∧(y1, ..., yl)
∼=oo

(Bι)∗⊗1
��

H∗(M(Σ))

(in∗)!

  

H∗(BH) ⊗ ∧(y1, ..., yl)
∼=oo

H∗(M(∂in))

(in∗)∗

OO

H∗(BH)⊗H∗(BH)
((Bι)∗xi⊗1−1⊗(Bι)∗xi)

,
∼=oo

m

OO

ただし deg yi = deg xi − 1.

ファイバー積分 (in∗)!をファイブレーションH → M(Σ)
in∗

→ M(∂in)に
同伴する Leray–Serre スペクトル系列 (LSSS)を用いて計算する．ただし，
計算においては EMSSから得られる生成元を LSSSの表示に書き換える必要
がある．
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注意 5.2

コボルディズム作用素 µ(W◦W op) は一般には非自明であるが, 自由境界のラベル
がW のそれと必ずしも一致しない口笛W1 に対して，µ(W op◦W1) ≡ 0となる．
結果として，コボルディズム作用素µ

(２つの穴を持つシリンダー)
は自明である．

W W op W1 W op
1

=

定理 5.3 (開 TQFT構造)

Υをラベル付けられた２つのインターバル IH
L と IL

K からラベル付けられた一つ
のインターバル IH

K へのコボルディズムとする (下記の図参照)．定理 5.1の前半
の仮定のもと，コボルディズム作用素 µΥ は自明であるが，µΥop は一般には非
自明である．実際，µΥop は単射である．

∂out= IH
K

IH
L

IL
K

∂in= IH
L

⨿
IL
KIL

L
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まとめと今後の展開：開閉TQFTに関して

定理 6.1 (KM (2019))

体 K係数コホモロジーH∗(BG;K)が多項式環ならば, H∗(LBG;K)上の双
対ループ積は自明, 双対ループ余積は全射である．

開閉 TQFTコボルデズムの生成元 ([LP] Lauda–Pfeiffer)と上の [KM]における分
類空間の閉 TQFTの結果，今までの口笛コボルデズム作用素の計算方法を合わ
せて次の結果を得る．
(有理係数の場合)

BをGの最大階数の連結閉部分群からなる集合とする．このとき，Bによ
りラベル付けられた開閉 TQFTの双対作用素

µ : (oc-Cobor(B),
⨿

) → (Q-Vect,⊗)

は，等質空間のコホモロジーの環構造 (生成元とイデアルの生成元)から
non-zeroスカラー倍を除いて具体的に計算可能である．
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(一般体係数の場合)

([KM]) における BV 作用素の計算から次の合成は一般には非自明

(Batalin–Vilkovisky 作用素) ◦ µW

閉 TQFTと開 TQFTは一般に分離しない！
G = U(m + 1), H = U(m) × U(1)

ΣOC := (Σ1+2,0

⨿
IdIH

L
) ◦ (W

⨿
IdIH

L
) ◦ Υop

命題 6.2

Lを任意のGの連結閉部分群とする．Lのコホモロジーが多項式環ならば，コ
ボルディズム作用素 µΣOC は単射である．
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(今後の展開：開閉 TQFTについて)

一般のラベル付き開閉 TQFTのにおける計算方法の確立

コボルディズム関係式 (Cardy 等式など)の考察

(今後の展開：ディフェオロジーとスタックのストリングトポロジー (具体的計算
がほとんどない)) Table (1)

D. M. Roberts and R. F. Vozzo, Smooth loop stacks of differentiable stacks and gerbes, (2018)
· · · · · · · · · “diffeological groupoids”

“ディフェオロジカル空間”の圈 Diff は多様体の圈がうめ込まれるカルテシ
アン閉圏となる． 写像空間もストレスなく自然に考えることができる．

ディフェオロジーにおける特異 de Rham 複体関手 (de Rham の定理が成立す
る [K20b])を用いてDiff 上の (非単連結)有理ホモトピー論の枠組みを整備．

Chen の反復積分, Sullivan (有理)モデルを利用して Diff 上でストリングト
ポロジーを展開することで具体的な計算が可能なのでは．
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