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1. Lie 群の分類空間のストリングトポロジー
位相空間Xに対して, LX := map(S1, X)をコンパクト開位相を持つ自由ループ空間とする。
Chas, Sullivan [1]により創始されたストリングトポロジーは, 向き付け可能閉多様体Mに対し
て, その自由ループ空間のホモロジーH∗(LM)上に豊かな代数構造を与えてきた。それらの概
念はFélix, Thomas [3]により多様体を含むゴレンシュタイン空間の枠組みまで一般化され, ス
トリングトポロジーに現れる構造は, 適切な空間のコチェイン複体上の導来圏の言葉で書き換
えられつつある ([6, 7])。またChataur, Menichi [2]はLie 群Gの分類空間BGのループコホモ
ロジーH∗(LBG; K) := H∗+dim G(LBG; K) 上でホモロジー的共形場理論 (したがって 1 + 1次
元位相的場の理論 (TQFT))が展開出来ることを示した。TQFTにおける重要なストリング作
用素として, ペア-オブ-パンツ・コボルディズムΣ0,2+1(またはΣ0,1+2)から得られる体係数ホモ
ロジー上のループ積 (またはループ余積)がある。本講演では, H∗(LBG; K)の双対ループ (余)
積に関する一般論と具体的計算についての結果を報告したい。

Xを d次元K-ゴレンシュタイン空間Xとする。すなわち, XはdimExtd
C∗(X)(K, C∗(X)) =

1であり, ∗ 6= dならば dimExt∗C∗(X)(K, C∗(X)) = 0 をみたす単連結空間である, ただし,
C∗(−) := C∗(−; K)は体K係数特異コチェイン複体関手を意味する。双対ループ余積の定義を
思い出す。まず, レトラクト r : Σ0,1+2

≈� S1 ∨ S1 を使って得られる次の可換図式を考える。

LX map(Σ0,1+2, X)
map(out,X)//map(in,X)oo LX×2

LX ×X LX,
Comp
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map(r,X)≈

OO

ここでCompはループの結合写像であり, qは包含写像を表している。このときCompの shriek
写像 (Xがゴレンシュタイン空間なので定義できる)を使って, 双対ループ余積Dlcopが合成

Dlcop := Comp!◦H∗(q) : Hp−d(LM)⊗Hq−d(LM) → Hp+q−2d(LM×MLM) → Hp+q−d(LM)

により定義される。双対ループ積は同様に qの shriek写像を用いて定義される。向き付け可能
閉多様体の場合は双対ループ (余)積の双対がChas-Sullivanのループ (余)積とそれぞれ一致す
る ([3, Theorem A])。また連結Lie 群Gの分類空間は−dim G次元のゴレンシュタイン空間で
あるから上述のようにループ (余)積が定義される。

定理 1.1 ([5]) BGを連結 Lie群Gの分類空間とする。このとき体K係数コホモロジーH∗(BG; K)
が多項式環ならば, H∗(LBG; K)上の双対ループ積は自明, 双対ループ余積は全射である。

2. Lie 群の分類空間のループ余積 -具体的計算-

定理1.1で見るように,私たちは双対ループ余積に興味がある。ここではコホモロジーH∗(BG; K)
は多項式環K[v1, ..., vN ]と同型であるとする。さらに次の条件 (H)を考える。
(H) : K = Z/2でありSq1 ≡ 0であるか, K = QまたはK = Z/p, pは奇素数
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ただし, Sq1 : H∗(BG; Z/2) → H∗(BG; Z/2)は, Sq1(x) = Sqdeg x−1xにより定義される作用素
である。このとき, 次数付き代数として次の同型が成り立つ：

H∗(LBG; Z/p) ∼= ∧(sv1, ...., svN ) ⊗ K[v1, ..., vN ]

例えば [4, Theorem 1.2]の証明参照。分類空間の双対ループ余積に関する結果を述べる。

定理 2.1 ([5]) 条件 (H)のもと, 双対ループ余積を用いて積

m : H∗(LBG; K) ⊗ H∗(LBG; K) → H∗+d(LBG; K), d := −dim G

をm(a ⊗ b) := (−1)d(d−|a|)Dlcop(a ⊗ b) と定義する。このとき, もし{i1, ...il} ∪ {j1, ..., jm} =
{1, ..., N}ならば, m(svi1 · · · svila ⊗ svj1 · · · svjmb) = (−1)ε′+ε+m+u+lu+Nmsvk1 · · · svkuabが成
り立ち, それ以外ならば, m(svi1 · · · svila⊗ svj1 · · · svjmb) = 0, ただし{i1, ...il} ∩ {j1, ..., jm} =
{k1, .., ku}, a, b ∈ H∗(BG; K),

(−1)ε = sgn
(

j1.... .... .... ...jm

k1...kuj1...k̂1...k̂u...jm

)
, (−1)ε′ = sgn

(
i1...ilj1...k̂1...k̂u...jm

1.... .... .... ...N

)
.

次に, ランク2のコンパクト単連結,単純例外Lie群G2を考える。その分類空間のZ/2係数コ
ホモロジーは多項式環であるが, 条件 (H) は成り立たない。しかしループコホモロジーは, 次の
ように完全に決定している。H∗(BG2; Z/2) ∼= Z/2[y4, y6, y7]上の次数付き可換代数として

H∗(LBG2; Z/2) ∼= ∆(x3, x5, x6) ⊗ Z/2[y4, y6, y7]

∼= Z/2[x3, x5] ⊗ Z/2[y4, y6, y7] /

(
x4

3 + x5y7 + x2
3y6

x2
5 + x3y7 + x2

3y4

)
が成り立つ, ただしdeg xi = i, deg yj = jである ([4, Remark 3.4]参照)。

定理 2.2 ([5])双対ループ余積Dlcop : H∗(LBG2; Z/2)⊗H∗(LBG2; Z/2) → H∗−14(LBG2; Z/2)
は可換で, 部分加群∆(x3, x5, x6)⊗2上非自明な積は次と, その定義域元を交換したものに限る：

Dlcop(x3x5x6 ⊗ 1) = Dlcop(x3x5 ⊗ x6) = Dlcop(x3x6 ⊗ x5) = Dlcop(x5x6 ⊗ x3) = 1,

Dlcop(x3x5x6 ⊗ x3) = Dlcop(x3x5 ⊗ x3x6) = x3,
Dlcop(x3x5x6 ⊗ x5) = Dlcop(x3x5 ⊗ x5x6) = x5,
Dlcop(x3x5x6 ⊗ x6) = Dlcop(x3x6 ⊗ x5x6) = x6 + y6,
Dlcop(x3x5x6 ⊗ x3x5) = x3x5,
Dlcop(x3x5x6 ⊗ x3x6) = x3x6 + x3y6,
Dlcop(x3x5x6 ⊗ x5x6) = x5x6 + x5y6 + y4y7,
Dlcop(x3x5x6 ⊗ x3x5x6) = x3x5x6 + x3x5y6 + x3y4y7 + y2

7 .

注意 2.3 Dlcopは一般に左H∗(BG)⊗H∗(BG)-加群写像であるから定理2.2により, H∗(LBG2; Z/2)
上のDlcopによる積構造は完全に決定出来る。
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