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–分類空間の２次元開閉位相的場の理論へ–1
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1. はじめに

多様体の自由ループ空間のホモロジー (ループホモロジー)にループ積・余積をはじめ豊かな代数
構造を与えたのはChas–Sullivan [CS]であり，その創始から20年が経った．ループホモロジー
の代数的構造の解明や幾何学への応用還元の研究がストリングトポロジーと言って良い．この
20年間で，安定ホモトピー論的考察 [CJ, BCT, Go, Kup]，Floer コホモロジー，Hochschild コ
ホモロジーとの関連 [Ab, CJ]，オービフォールドや分類空間を含む微分可能スタックへの一般
化 [BGNX]やループホモロジー付随する位相的場の理論 [CG, Tam, BCT]など様々な構造がス
トリングトポロジーに現れている．さらに，曲面や高次元球面を定義域に持つ写像空間のホモ
ロジー上に現れる代数構造の研究 (ブレーントポロジー) [GTZ, Wa2]も進んでいる．
この講演では，多様体やLie 群の分類空間を含むGorenstein空間の特異コチェイン代数を考

え，そこから得られるDG圏の導来圏 [Ke]上で展開されるFélix–Thomasの導来ストリングト
ポロジー [FT]を概説する．さらに分類空間のループホモロジーに付随して現れる2次元の開閉
位相的場の理論 [Gu]，特にホイッスルコボルディズム作用素の非自明性 [K20a]，そして今後の
展望について述べたい．本講演の前半 (第2章)はLuc Menichiとの共同研究に基づいている．
ストリングトポロジーには現れるが，本講演では触れられない重要かつ興味を引く付加構造

は数多くある。些か散漫となってしまうが，それらを本講演内容と合わせて下記表でまとめる 2．

表 1: ストリングトポロジーの研究対象とその構造／*は具体的計算結果も含む

\...ストリングトポロジー 向付け可能 Lie 群の スタック Gorenstein

付加構造 \ 　　　 多様体 分類空間 (軌道体を含む) 空間

ループ (余)積 [CS] (’99) [CM] (’08) [BGNX] [FT] [KMN](’15)

位相的場の理論 [CG] (’04) 今回 [K20a] (’12)

開閉理論 　 [Tam](’10) [BCT] [Gu] (’11) [LUX](’08) ??

BV代数構造 [M09b]*[H](Lie群)* 今回 [KM] [A]* (’18)

HCFT 　 [Go] (’08) [HL] (’15) 軌道体関連 ??

de Rham, [Ir](’18) ディフェオロ [FT] [Na]*(’15)

有理ホモトピー論 [FT] (’09) [KM](’19) ジーの適用?? [Wa1]*(’16)

計算ツールの開発 [CJY] (’04) [KM] [CN](’16) [KMN]

導来圏での考察 [BCT] (’09) [K16]* [KMN]

Hochschild ホモロジー [M09a] [K11]* ??

2. 導来ストリングトポロジー

位相空間X に対して，S1からX への連続写像全体にコンパクト開位相を入れた位相空間を
LM := map(S1, X)と表しXの自由ループ空間という．以下Kを任意標数の体とする．本講演
で扱う特異コチェイン代数関手C∗(−) := C∗(−;K)の係数は体Kであるとする．
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2論文集 [LO, Part I A panorama of topology, geometry and algebra]も参考にしていただきたい．



導来ストリングトポロジーの基本定理 (定理 2.4後述)を解説することから始めよう．まず，
Félix–Halperin–Thomasにより導入されたGorenstein 空間の定義を述べる．

定義 2.1 ([FHT]) 次の性質を持つ連結空間Mをd次数K-Gorenstein 空間という:

dimExtkC∗(M)(K, C∗(M)) =

{
0 if k ̸= d

1 if k = d.

向きづけられた多様体，より一般に連結Poincaré 双対空間 3，連結 Lie 群Gの分類空間は
Gorenstein 空間になる．さらに単連結G-空間Mがd次元 Poincaré 双対空間であるならば，そ
のBorel 構成EG×GMは (d− dimG)次数Gorenstein 空間となる [FHT, Mu]．こうして，(例
えば分類空間BG = EG×G ptの)次数は負にもなり得る．

補題 2.2 Mを d次元，連結Poincaré 双対空間とし，f : N → Mを連結空間からの写像とす
る．このとき，同型Ext∗C∗(M)(C

∗(N), C∗(M)) ∼= Hd−∗(N) が成り立つ．ただし，C∗(N)は f

が誘導する写像によりC∗(M)-加群とみなす．

実際，C∗(M)-加群圏Mod-C∗(M)にける (コファイブラント置換)半自由分解F ≃→ C∗(N)を
用いて，次の同型の列を得る．

ExtnC∗(M)(C
∗(N), C∗(M))

= Hn(HomC∗(M)(F , C∗(M))) ∼= Hn(HomC∗(M)(F , C∗(M)∨))

∼= Hn(HomK(F ⊗C∗(M) C∗(M),K)) ∼= Hn(HomK(F ⊗C∗(M) s
dC∗(M),K))

= Tor−n
C∗(M)(C

∗(N), sdC∗(M))∨ = Tor−n+d
C∗(M)(C

∗(N), C∗(M))∨ ∼= Hd−n(N)∨.

ここで，(-)∨ は (-)の双対を意味し，sdC∗(M)は次数シフト (sdC∗(M))k := Cd+k(M)である．
また3番目の同型はMのPoincaré 双対性からしたがう．この補題からNを一点として考えれ
ば，連結Poincaré 双対空間がGorenstein 空間であることがわかる．特にMを向き付け可能d

次元閉多様体とするとMはd次数Gorenstein空間となる．

定理 2.3 ([FT, Theorem 12]) Xをd次数単連結K-Gorenstein空間でK係数コホモロジーが有
限型であるとする．このときExt∗C∗(Xn)(C

∗(X), C∗(Xn)) ∼= H∗−(n−1)d(X) が成り立つ．ここ
で，C∗(X)は対角写像∆ : X → XnによりC∗(Xn)-加群と考えている．

この定理の証明においては Ext群に収束する適切なスペクトル系列と C∗(Xn)の TV-モデ
ル 4[HalL, NT]が効果的に用いられている．

定理 2.4 Xを上述の定理と同じ仮定をみたすGorenstein空間とし，導来圏D(Mod-C∗(Xn))上，
Ext

(n−1)d
C∗(Xn)(C

∗(X), C∗(Xn)) ∼= H0(X) ∼= Kの生成元に対応する射∆! : C∗(X) → C∗+(n−1)d(Xn)

を選ぶ．このとき，p をファイブレーションとする引き戻し図式 E′ g
//

p′
��

E
p
��

X
∆

// Xn,

に対して，

Ext
(n−1)d
C∗(E) (C

∗(E′), C∗(E))の元であり，D(Mod-C∗(Xn))上で次の図式を可換にする射 g!が一

意に存在する: C∗(E′)
g!

// C∗(E)

C∗(X )
∆!

//

(p′)∗
OO

C∗(Xn).

p∗
OO

3例えば，旗多様体の部分空間 Hessenberg varietyはQ-Poincaré双対空間である [AHHM]， したがって，それ
ら及び，Borel構成のストリングトポロジーも展開可能である．シューベルト・カルキュラスの立場からのアプ
ローチも期待出来る．また，オービフォールドもQ-Poincaré双対空間となる [ALR, §1.3]．

4有理ホモトピー論における Sullivan モデルのmod p非可換版とみなせる．



この定理に現れる射 g!をGysin写像 (shriek 写像)と呼ぶ．
定理2.3の条件をみたす単連結空間Mを考える．t = 0での評価写像ev0 : LM → Mはファイ

ブレーションとなり，上述の定理2.4の構成を適用して次のD(Mod-C∗(M2))内の図式を得る:

C∗(LM)
Comp∗

// C∗(LM ×M LM)
q!

// C∗(LM × LM)

C∗(M)

ev∗0

OO

C∗(M)

ρ∗
OO

∆!
// C∗(M ×M).

(ev0×ev0)∗
OO

(1)

上段の写像の合成として次数dを持つ双対ループ積Dlp : C∗(LM) → C∗+d(LM ×LM) が定義
される．Mが単連結閉多様体である場合，Chas–Sullivan, Cohen–Jones [CJ]が定義したルー
プ積 lpはThom 類の持ち上げとのキャップ積，そしてThomカラプス写像との合成で与えら
れるから，その双対は交叉積の双対∆!の持ち上げを定義するD(Mod-C∗(M2))上の射となる
[FT, page 419]．したがって，定理2.4の写像の一意性から，上述の導来圏の枠組みで定義され
るループ積はCohen–Jonesによる交叉積を用いて定義される多様体M上の「本来」のループ
積 lpと一致する 5． すなわち

lp = H(Dlp∨) : H∗(LM × LM) → H∗−dimM (LM) (2)

が成り立つ．このように，Félix–Thomas [FT]によるGorenstein 空間M上のストリングトポ
ロジーは，コチェイン複体C∗(M ×M)を微分代数と見なすとき，次数付きC∗(M ×M)-微分
加群からなる圏の導来圏上で展開される．このため導来ストリングトポロジーと呼ばれる．
Gorenstein 空間のループ余積 6も同様に定理 2.4の一意的持ち上げによりD(Mod-C∗(M2))

上の射から誘導される．しかし，多様体のストリングトポロジーに現れる位相的場の理論の
Gorenstein空間版はまだ確立されていない．

2.1. Chataur–Menichiによる分類空間のストリングトポロジー

Chataur–Menichi [CM]はコンパクト連結Lie群Gの分類空間BGのループコホモロジー上でホ
モロジー的共形場理論 (Homological Conformal Field Theory, HCFT)が展開できることを示し
た．したがって，BGのループコホモロジーは2次元の位相的場の理論 (Topological Quantum

Field Theory, TQFT)になる 7． TQFTにおける重要なストリング作用素として，ペア・オブ・
パンツ・コボルディズムΣ0,2+1(またはΣ0,1+2)から得られる体係数ホモロジー上のループ積 (ま
たはループ余積)がある．この章では，そのHCFT構造が分類空間のループホモロジー上にど
のように定義されるのかを解説する 8．
まず，Pをプロップ (PROP, products and permutations)とする．すなわち狭義の対称モノ
イダル圏 (例えば [Ko, 3.2.4])で対象は非負整数の集合Z+と同一視され，対象上のモノイド構
造は整数の和で定義されている：p⊗ q = p+ q．こうして射の作る集合上では次の2つの合成
が考えられる:

−⊗− : P(p, q)⊗ P(p′, q′) → P(p+ p′, q + q′), − ◦ − : P(q, r)⊗ P(p, q) → P(p, r).

例えば，ベクトル空間V に対して EndV (p, q) := Hom(V ⊗p, V ⊗q)とし，合成− ⊗ − を写像の
テンソル積で，− ◦ −を線形写像の合成で定義したものはプロップである．

5ここでの議論は [栗林]で概説しています．
6次章では分類空間に対して定義する．
7 3章で述べる開閉位相的場の理論における閉理論部分，すなわち対象をS1の位相和

⨿
S1に制限した充満部分圏

からのモノイダル関手である．
8多様体のループホモロジー上のHCFT構造に関しては，[Cha], [Go], [Kup]参照．



定義 2.5 V を次数付きベクトル空間でPを線形プロップ (射の集合がベクトル空間)であると
する．線形プロップの射F : P → EndV が存在するとき，V をP上の代数という．すなわち，
F はモノイダル関手であり，さらにPにおける交換同型射 τm,n : m ⊗ n → n ⊗mが存在する
場合，F (τm,n) = τV ⊗m,V ⊗nをみたす. ここで，τV ⊗m,V ⊗nは次数付きの交換射である．

非負整数g, p, qに対して，ジーナスg，p個 (q個)のイン (アウト)バウンダリーを持つ向付け
可能曲面をΣg,p+qと表す．このとき，Dg,p+q := Diff+(Σg,p+q, ∂)を曲面Σg,p+q上の境界を各点
ごとに止め，向きを保つ微分同相写像全体の作る群とし，

BD(p, q) :=
⨿

Σg,p+q ,g≥0

BDiff+(Σg,p+q, ∂)

とおく．ここで，直和は位相和
⨿

p S
1 から

⨿
q S

1 へのコボルディズム類を動くものとする．
H∗(BD)(p, q) := H∗(BD(p, q))と定めると，コボルディズムの和と合成はH∗(BD)にプロップ
構造を定める．

定義 2.6 次数付きベクトル空間V がプロップH∗(BD)上の代数であるとき，V をホモロジー
的共形場理論 (HCFT)という．

プロップ構造はその随伴を経由して写像H∗(BD)(p, q)⊗V ⊗p → V ⊗qを定めることに注意する．
またH0(BD)(p, q)上に制限された作用がV 上にTQFT構造を定める．
さて，Gをコンパクト連結Lie群，BGをその分類空間とする．このとき境界への包含写像

から得られる次の２つの写像を考える．

LBG×p map(Σg,p+q, BG)
map(out,BG)

//
map(in,BG)
oo LBG×q

それぞれに，Borel構成を行うことで，新たに2つの写像

ρin : Mg,p+q(BG) := EDg,p+q ×Dg,p+q map(Σg,p+q, BG) → BDg,p+q × LBG×p,

ρout : EDg,p+q ×Dg,p+q map(Σg,p+q, BG) → BDg,p+q × LBG×q pr2−−→ LBG×q

を得る．ここで，EDg,p+q → BDg,p+qは普遍Dg,p+q-バンドルを表し，pr2は第2成分への射影で
ある．ρinはファイブレーションであり，ファイバーとして基点を保つ連続写像全体から成る空間
map∗(Σg,p+q/∂in, BG)を持ち，さらにこのファイバーのホモロジーのトップクラスとして ‘向き’

ω ∈ H−dχΣ
(map∗(Σg,p+q/∂in, BG))を定めることができる．ここでχΣは曲面Σg,p+qのEuler標

数 2k−2g−p−q (kは連結成分の個数)，d = dimGである．したがって，この向きを使って，次数
−dχΣを持つファイバーに沿う積分写像ρin! : H∗(BDg,p+q×LBG×p) → H∗−dχΣ

(Mg,p+q(BG))

が定義される．誘導写像H(ρout)との合成で，準同型写像

ν(Σg,p+q) : H∗(BDg,p+q)⊗H∗(LBG)⊗p → H∗−dχΣ
(LBG)⊗q (3)

を得る．コボルディズム Σg,p+qの各連結成分のインおよびアウト・バウンダリーをそれぞれ少
なくとも1つ持つ場合に作用ν(Σg,p+q)が定義されていることに注意する 9．

定理 2.7 ([CM]) Gを連結コンパクトLie群とする．このとき上述の作用ν(Σg,p+q)によりホモ
ロジーH∗(LBG)は非単位的，非余単位的HCFTとなる．すなわち作用素が定義される場合に
プロップの構造 (定義 2.5の関手) が意味を持ち，射の 2種類の合成 –⊗ –および – ◦ –と可換で
ある．
9さらに定理 2.11 で見るように，厳密にはファイバーの向きの情報を同型 H−dχΣ(map∗(Σg,p+q/∂in, BG)) ∼=(

detH1(Σ, ∂out;Z)
)⊗d

により，左辺のdeterminant プロップで表示して，上述のプロップH∗(BD)とのテンソ
ル積上で νは定義される．



特に，作用素ν(Σg,p+q)をH0(BDg,p+q)に制限することでH∗(LBG)にTQFT構造が定義され
ることになる．
コンパクト連結 Lie 群Gの分類空間のペアオブパンツΣ0,1+2に対応するストリング作用素

(ループ余積) ν(Σ0,1+2)(1 ⊗ –) : H∗(LBG) → H∗+d(LBG)⊗2を考える． この時，レトラクト

r : Σ0,1+2
≈↠ S1 ∨ S1 を使って次の可換図式が得られる:

LBG map(Σ0,1+2, BG)
map(out,X)

//
map(in,BG)
oo LBG×2

LBG×LBG LBG
Comp

ii

q

44

map(r,BG)≈
OO

ここでCompはループの結合写像であり, qは包含写像を表している．BGはGorenstein空間で
あり，Compのファイバーに沿う積分写像はGysin写像 (shriek写像)で書くことができるので
([FT, Theorem 13])，BGのストリングトポロジーも導来ストリングトポロジーといえる 10．
TQFT には現れない作用素として重要なのがBatalin–Vilkovisky (BV)作用素である．まず

BV代数の定義を思い出す．

定義 2.8 次の条件をみたす準同型∆ : A∗ → A∗+1(BV作用素)を持つ次数付き可換代数A∗を
Batalin–Vilkovisky 代数 (BV代数)という：(1) ∆2 = 0, (2) 任意のa, b, c ∈ A∗に対して，

∆(abc) = ∆(ab)c+ (−1)|a|a∆(bc) + (−1)(|a|−1)|b|b∆(ac)

− (∆a)bc− (−1)|a|a(∆b)c− (−1)|a|+|b|ab(∆c).

S1 の自由ループ空間LMへの作用φ : S1 × LM → LMをφ(s, γ)(t) = γ(t+ s)と定義し，S1

の向き [S1]を用いて次数+1の作用素∆ を

∆ : H∗(LM)
[S1]×−−−−−→ H∗+1(S

1 × LM)
φ∗−→ H∗+1(LM) (4)

と定義する．Mをd次元の連結多様体としよう．ループ積 lp : H∗(LM)⊗H∗(LM) → H∗−d(LM)

に対して (式 (2)参照)，a • b = (−1)d(deg a+d)lp(a⊗ b)と定義する．このとき，次を得る．

定理 2.9 ([CJ]) ループホモロジーはBV代数 (H∗(LM), •,∆)を与える．

後で見るように，BV代数構造はループホモロジーが持つホモロジー的共形場理論構造の一部
に現れる．BV作用素は一般にはLeibniz則をみたさないが，その ‘差’を計って次数+1のLie

括弧積が定義される:

{a, b} := (−1)|a|∆(a • b)− (−1)|a|∆(a) • b− a •∆(b).

こうしてBV代数はGerstenhaber 代数になる．すなわち，代数でありかつ { , }に関して次数
付きLie代数であり，Lie括弧積がPoisson関係式{a, bc} = {a, b}c+(−1)(|a|+1)|b|b{a, c}をみた
す (詳細は例えば [G]参照)．

注意 2.10 BV作用素は写像類群におけるDehnツイストからHurewicz 写像経由で得られる
H1(BD0,1+1)上の生成元を用いて定義される (式 (3)参照)．Dehnツイストのランタン関係式を
適用して，BV作用素 (4)の双対∆ : H∗(LBG) → H∗−1(LBG)がBV恒等式 (定義 2.8)をみた
すことがわかる ([Kup])．
また一般にループコホモロジーH∗(LX)において，0での評価写像であるファイブレーショ

ン ev0 : LX → Xがコホモロジー上に誘導する写像とBV作用素の双対との合成が，論文 [KK]

10 qのファイバー沿う積分写像の双対が先の可換図式 (1)のGysin写像 q!であり，分類空間のループ積が定義出来
る．しかし，定理 3.3後の注釈で見るように，‘ほとんどの場合’この積は自明になってしまう．



の加群微分子である．したがって，その論文中で行った自由ループ空間のコホモロジーの計算
から従う定理 [KM, Theorems 3.1, 5.1, 5.7]のように，双対ループ余積Dlcopをカップ積で記
述し，カップ積に関してLeibniz則をみたす加群微分子を適用することで，BV作用素を計算す
ることができる．こうしてH∗(BG)が多項式環である場合，分類空間のループコホモロジーは
BV代数として完全に決定できる ([KM, Theorems 4.3, 5.13, 5.14 ])．

注意2.10で述べた具体的計算の応用として，プロップが定義する分類空間のループコホモロ
ジー上のHCFT構造が，そのプロップ上の代数に次数付きBV代数構造を誘導することがわか
る．ここで重要なのはプロップ構造は作用する次数付きベクトル空間には依らないということ
である．すなわち上述の具体的計算によりプロップの向き付けの作用を決めたことになり，次
の定理を得る．以下，コンパクト曲面Σg,p+qをg, p, qを省略して単にΣまたはΣp+qと表す．ま
たdetH1(Σ, ∂out;Z)をH1(Σ, ∂out;Z)上の外積代数のトップ次元の加群により定義されるプロッ
プとする ([CM, 11.4])．

定理 2.11 ([KM]) プロップ
⊕

Σ

(
detH1(Σ, ∂out;Z)

)⊗d ⊗Z H∗(BDiff+(Σ, ∂)) 上の代数である
次数付きベクトル空間H∗を考える．その作用

ν∗ : (detH1(Σp+q, ∂out;Z)
)⊗d ⊗Z H∗(BDiff+(Σp+q, ∂))⊗ (H∗)⊗p → (H∗)⊗q

に対して ν∗(s ⊗ a)v を ν∗s⊗a(Σp+q)vと表す．向き s ∈
(
detH1(Σ0,2+1, ∂out;Z)

)⊗dおよび生成
元η ∈ H0(BDiff+(Σ0,2+1, ∂))を指定して，H∗上の積⊙ : H∗ ⊗H∗ → H∗を

a⊙ b = (−1)d(i−d)Dlcop := ν∗s⊗η(Σ0,2+1)(a⊗ b)

で定義する．ここで， a⊗ b ∈ H i ⊗Hjである．以上の設定の下，次数をシフトしH∗ := H∗+d

と定義するとき，(H∗,⊙)は次数付き可換代数である．さらに αをシリンダーΣ0,1+1のDehn

ツイストから得られる，H1(BDiff+(Σ, ∂))上の元とする．H∗ 上の作用 ∆ : H∗ → H∗−1 を
∆ = ν∗id1⊗α(Σ0,1+1)と定めるとき，(H∗,⊙,∆)は次数付き可換 BV 代数となる．

Hochschild コホモロジーと分類空間のループコホモロジーの関係を述べてこの章を閉じる．
連結Lie群Gの整係数ホモロジーが p-トージョンを持たない時は，BV代数としてループコホ
モロジーH∗+dimG(LBG;Z/p)は Hochschild コホモロジーHH∗(H∗(G;Z/p);H∗(G;Z/p))と
同型である ([KM, Theorem 6.2])．したがって，特にGerstenhaber 代数として同型となる．こ
こで，Hochschild コホモロジー上のBV作用素はConnes 境界作用素が定義する [M09a]．とこ
ろが，Gの整係数ホモロジーがp-トージョンを持つ場合，上のようなBV代数としての同型は
一般には成立しない．G = G2やSO(3)がその場合にあたるが ([KM, Theorem 6.3])，しかし
Gerstenhaber 代数としては (不思議だが)同型になる．具体的な計算により得られる結果であ
るため，この現象を完全に特徴付けるLie 群Gまたは分類空間BGの性質は不明である．

3. Guldberg による分類空間のラベル付き開閉位相的場の理論

まず，一般的なラベル付き2次元TQFTを導入するために，集合Sによりラベル付けられた開
閉コボルディズムの圏oc-Cobor(S)を次のように定義する．対象はS1および端点がSの元によ
りラベル付けたれた区間 I = [0, 1]の直和である．対象Y0からY1への射は2次元の向き付けら
れた曲面 (2次元コボルディズム) の微分同相類である．その2次元コボルディズムは次のよう
な３つの部分からなる境界∂Σを持つものとする (図 (5)参照):

∂Σ = Y0 ∪ Y1 ∪ ∂freeΣ

以降，コボルディズムΣが文脈から明確であるとき，Y0と Y1をそれぞれ，∂inと ∂outと表す．
また，自由境界と呼ばれる境界部分∂freeΣは，境界∂Y0と∂Y1の1次元コボルディズムであり，



∂Y0と∂Y1のラベルと両立するS上のラベルが付加されているものとする．射の合成は，コボ
ルディズムを境界で接着することで与えられる．ただし，ラベルを保つように接着することが
要求される 11．
字数付きベクトル空間のなす圏をK-Vectと表す．射は次数を保存するとは限らない線形写像

である．このとき，モノイダル関手

µ : (oc-Cobor(S),
⨿

) −→ (K-Vect,⊗)

をSによりラベル付けられた2次元開閉位相的場の理論という．ここで，
⨿
はコボルディズム

の直和を表し，ラベル付けられた開閉コボルディズムの圏のモノイダル構造を定義している．
以下２次元のコボルディズムΣに対して関手µにより定まる線形写像をµΣと表し，コボルディ
ズム作用素と呼ぶ．また，(Σ, {ΣH}H∈S) によりラベル付き自由境界の連結成分が{ΣH}H∈Sで
与えられるコボルディズムを表す．ただし，ラベルHによってはΣH = ∅もありえる．

IHK

∂free

∂free

IHK

IHL

ILK

∂out= S1
⨿

IHK ∂in= IHL
⨿

ILKILL

(5)

次に，Guldberg [Gu]による分類空間のラベル付き2次元開閉位相的場の理論を紹介する 12．
コンパクト連結Lie群Gとその閉部分群からなる集合をBと表す．ラベル付きのコボルディズ
ムΣ := (Σ, {ΣH}H∈B)に対して，空間M(Σ)をプルバック図式

M(Σ) //

��

// map(Σ, BG)

i∗
��∏

H map(ΣH , BH)
Bι∗

//
∏

H map(ΣH , BG),

(6)

で定義する．ただし，ι : H → Gは包含写像，i : ∂freeΣ =
⨿

H ΣH → Σは埋め込みを示して
いる．また，一次元のコボルディズム ∂in = (∂in, {ΣH ∩ ∂in}H∈B)に同様のプルバック構成を
適用して，空間M(∂in)を得る．プルバック構成の自然性から，包含写像 in : ∂in → Σは写像
in∗ : M(Σ) → M(∂in)を誘導する．次の命題はコボルディズム作用素を構成する上で本質的で
ある．

命題 3.1 ([Gu, Proposition 2.3.9]) (i) 包含写像 inはファイブレーションM(Σ)c → M(Σ)
in∗
→

M(∂in)を誘導し，そのファイバーM(Σ)cはΩBH ≃ H, G/H ′ 及び，あるファイブレーショ
ンΩBH ′′ → E → G/H ′′ の全空間Eとの積で与えられる．ただし，H,H ′,H ′′ ∈ B′はコボル
ディズムΣのラベルである．
(ii) (i) におけるファイブレーションは向きづけ可能である．すなわち底空間の基本群のファイ
バーのホモロジーへの作用は自明である．

こうして，ファイブレーションh := in∗ : M(Σ) → M(∂Σ)に対して，ファイバーに沿う積分
写像 h! : H∗(M(∂Σ)) → H∗+i(Σ)が定義できる．その次数 iはH∗(M(Σ)c)のトップ次数であ
ることに注意する．次が [Gu]における主定理である．

定理 3.2 [Gu, Theorem 1.2.3]) コンパクト連結Lie 群Gとその連結閉部分群からなる集合Bを
指定する．B上ラベル付けられたコボルディズムΣに対して，合成

µΣ : H∗(M(∂in))
h!−→ H∗(M(Σ))

(out∗)∗−→ H∗(M(∂out))

11対象には順序が付いていて，コボルディズムの合成においては，その順序を保つように接着する．さらなる詳細
は [MS, LP]を参照．

12多様体上の部分空間にラベルを持つTQFT, HQFTに関しては [Go]を参照．



で定義されるコボルディズム作用素 µΣはラベル付けられた 2次元開閉位相的場の理論を与え
る．特に，µΣ1◦Σ2 = µΣ1 ◦ µΣ2が成立する．

ここで，そしてこれ以降はTQFTに現れる符号 (determinants)部分は無視する．すなわち，
コボルディズム作用素の計算においては，non-zero倍を無視する．
多様体Mのストリングトポロジーに戻って，高次ジーナスのコボルディズム作用素を考えよ

う．作用素µΣp+q,gは g > 0の場合TQFT構造によって少なくともループ余積とループ積に分
解される対を 1つ持つ: µΣg,p+q = · · · ◦ µΣ0,2+1 ◦ µΣ0,1+2 ◦ · · · . 玉乃井の結果 ( [Tam, Theorem

A] )から作用素µΣ0,1+2の非自明な像はH0(LM)に含まれるが，作用素µΣ0,2+1の次数は−dで
あるから，次数的理由によりµΣg,p+q = 0となる．結果として，次の定理を得る．

定理 3.3 ([Tam, Theorem B]) g > 0とする．このとき，ループホモロジーH∗(LM)上の作用
素µΣp+q,gは自明である．

この結果 13から，開閉TQFTもある意味自明な作用素が多いのではないか，特に開理論と閉
理論は「分離」してしまうのではないかと考えてしまう．そこで開弦と閉弦を繋ぐ重要な口笛
コボルディズム (下図参照)から得られる作用の非自明性が気になる．
ラベル付けられたホイッスル・コボルディズムW = (W, {WH})を考える．そのイン・バウ

ンダリー∂inは I = [a, b]であり，Hでラベル付けられたアークWH = a∩bの端点がそれぞれa

と bである．アウト・バウンダリー∂outは円S1である．W の自由境界はWHのみであること
に注意する．

∂in

口笛コボルディズムW

WH ∂out

[K20a]の主定理は次のように述べられる．

定理 3.4 ([K20a, Theorem 1.1]) Gをコンパクト連結 Lie群，H を連結閉かつ最大階数部分
群とし，GとHの整係数ホモロジーは p-トージョンを持たないとする．ただし pは体Kの標
数である．このとき，口笛コボルディズムW = (W, {WH})及び逆向き口笛コボルディズム
(W op, {(W op)H})に同伴する作用素µWとµW opは非自明である．さらに，(deg(Bι)∗(xi), p) = 1

(i = 1, ..., l)が成り立つとき，合成作用素 µW ◦ µW op = µW◦W op も非自明である．ただし，
Bι : BH → BGは包含写像 ι : H → Gが誘導する分類空間の間の写像であり，x1, ..., xlは
H∗(BG;K)の生成元である．

証明は，まずコホモロジー上で考えて，(6)のプルバック図式にEilenberg–Mooresスペクト
ル系列を適用して，計算に必要なコホモロジー環を求める．それらの生成元をLeray–Serre ス
ペクトル系列の言葉で記述することで，フィイバーに沿う積分を計算する．
定理3.4の前半の仮定のもと，[K20a, Remark 3.3 (ii)]の結果から，口笛コボルディズムの逆

の合成に同伴する作用素µW op◦W は自明になる．

注意 3.5 コボルディズム作用素µ(W◦W op) は一般には非自明であるが, 自由境界のラベルがW

のそれと必ずしも一致しない口笛W1に対して，µ(W op◦W1) ≡ 0となる．結果として，コボル
ディズム作用素µ(２つの穴を持つシリンダー)は自明である．

W W op W1 W op
1

=

13また [KM, Theorems 7.1, 7.3]より連結Lie 群Gに対して，H(BG,K)が多項式環ならばBG上のK係数ループ
積は自明である．



定理 3.6 (開TQFT構造 [K20a, Theorem 1.2]) Υをラベル付けられた２つのインターバル IHL
とILKからラベル付けられた一つのインターバルIHK へのコボルディズムとする (下記の図参照)．
定理 3.4の前半の仮定のもと，コボルディズム作用素µΥは自明であるが，µΥop は一般には非
自明である．実際，µΥopは単射である．

∂out= IHK

IHL

ILK

∂in= IHL
⨿

ILKILL

さらに具体的な計算を原理的には行うことができる．

定理 3.7 (有理係数の場合 [K20a, Assertion 4.1]) BをGの最大階数の連結閉部分群とする．
このとき，Guldbergによるラベル付けられた TQFTの双対作用素 µ : (oc-Cobor(B),

⨿
) →

(Q-Vect,⊗)は，等質空間のコホモロジー環構造 (生成元とイデアルの生成元)からnon-zeroス
カラー倍を除いて具体的に計算可能である．

コボルディズムの合成が引き起こす開閉TQFT上の関係式 (例えば，Cardy 等式など [LP,

Section 3]参照)の生成元による表記も興味深い問題である．また，[CM, Gu]で展開されてい
る分類空間のHCFTにおいて，その高次のコボルディズム作用素，すなわち写像類群の高次ホ
モロジーから得られる作用素 (セクション2.1参照) の具体的計算も残されている 14．

4. 展望

自由ループ空間のコホモロジー環の計算や有理，p-adicホモトピー論に現れる写像空間のSulli-

van/代数的モデルの構造を詳しく調べると，定義域空間のセル構造，値域空間に現れるPostnikov

システムや一次 (さらには高次)作用素の情報が，モデルの微分代数構造，E∞-構造，そして写
像空間のコホモロジー環の構造に反映して現れる．例えば，値域空間のSteenrod 代数構造が，
自由ループ空間の代数構造を決めるイデアルの生成元を与える ([KK, Remark 3.4])という現象
も確認されている．したがって，ストリングトポロジーの研究は，値域空間に潜む内部構造を
定義域空間の幾何学的構造を用いて表面にあぶり出す新しい方法を与えることが期待される．

4.1. ディフェオロジー

しかしながら，写像空間の取り扱いは一般には容易ではない．そこで，多様体の圏が埋め込ま
れ，さらにカルテシアン閉圏となるディフェオロジカル空間の圏 15でストリング (及びブレー
ン)トポロジーを展開することは自然ではなかろうか．また，多様体やLie群の分類空間，オー
ビフォールドを一般化した可微分スタック (Lie 亜群)上で，ストリングトポロジーの枠組みが
Behrend, Ginot, Noohi, Xu [BGNX]により整備された．しかし高次のコボルデズム作用素を
含む計算は進んでいるとは必ずしも言えない．適切な導来圏上でLie 亜群のストリングトポロ
ジーを展開し，幾何学的な応用研究を進めるためには，入江 [Ir]に見るようにde Rham理論を
展開する必要があると考えている．ここでも，写像空間をその枠組みで自由に捉えることがで
きるディフェオロジカル空間の圏Diffに注目することは自然である．

定義 4.1 集合X上のディフェオロジーDとは，各n ∈ Nに対してn次元のユークリッド空間
Rnの開集合Uからの写像 U → Xを元とする集合で，次の条件をみたす．

1. (Covering) 任意のnと開集合U ⊂ Rnに対して，各定値写像U → XはDに属す．
2. (Compatibility) Dの元U → Xおよび開集合V ⊂ Rmからの任意のC∞-写像V → Uに
対して，合成V → U → XはDの元である．

14講演者が知る限り，H1(BD)の生成元に対応するBV作用素の計算しかない．
15ディフェオロジーに関する適書として [IZ]が挙げられる．基礎から，ディフェオロジカル空間のバンドルの概念，
de Rham 計算が詳しく書かれている．



3. (Locality) U = ∪iUiを開被覆とする． 写像 p : U → Xの制限Ui → XがDの元ならば，
p : U → XもDの元である．

集合XとディフェオロジーDの組み (X,D)をディフェオロジカル空間 (以下，diff-空間)と
いい，Dの元をXのプロットと呼ぶ．また，diff-空間の射 (C∞–写像) f : (X,DX) → (Y,DY )

とは，集合の間の写像 f : X → Y でXのプロット pに対して，f ◦ pがY のプロットになるこ
とである．こうして，diff-空間の圏Diffが定義される．

Mfd ℓ : embedding ,,

U : forgetful
11

Diff

SD( )

⊥
uu

D⊢

��

C-Diff

D≃

��

full suboo

Sets∆
op

| |D
55

| | (( Top

S( )

⊤

hh C

OO

∆-Top

C

OO

full suboo

多様体の圏Mfdからの関手 ℓは，アトラスから生成されるディフェオロジーを持つdiff-空間を
対応させることで定義される．これが上述の埋め込みを与える．Dは位相空間の圏Topへの関
手であり，プロットによる逆像で開集合 (終位相, D-トポロジー)を持つ空間への対応により定
義される．Cは連続写像によりプロットを定義する関手である．∆-Topは標準的単体∆nから
の連続写像に関する終位相を持つ空間の作る充満部分圏である．特に，全てのCW-複体を含む
圏となっている．
SDと | |DはそれぞれDiffと単体的集合の圏Sets∆

op
との間の (Christensen-Wu の意味の) 特

異単体的集合関手，実現関手である．この関手とTopとを繋ぐ関手CとDとの合成はどちらも，
TopとSets∆

op
との間の特異単体的集合関手S( )，幾何学的実現関手 | |と弱ホモトピー同値を

除いて一致する [CW14]16．さらに，忘却関手Uが ℓを経由していることがわかるので，diff-空
間を対象とする微分トポロジーの展開も大いに期待できる．
実際，Diffにおける ‘微分ホモトピー論’17が近年，例えば [IZ, CW14, SYH, Ki, Ki20, II]で

活発に議論されている．これらの結果に加えて，ストリングトポロジーを圏Diffで展開するた
めには，ループ空間の de Rham 理論をつくるChen の反復積分をディフェオロジー上で書き
換えることが必要であろう．また 3章で実行した具体的計算を行うためには，計算機械類であ
るディフェオロジカル空間のLeray–Serreスペクトル系列やEilenberg–Moore スペクトル系列
を構成することも必要である．このようなde Rham ホモトピーの枠組みは [K20b, K20c]で整
えられつつある．特に，近年導入された単体的de Rham 複体に関しては，de Rham の定理が
成立する ([K20b, Theorem 2.4])．こうして，非単連結空間の有理ホモトピー論 18をDiff上で書
き換えることにより，de Rham 複体関手をとおして導来ストリングトポロジーの適用範囲を広
げることが可能になるであろう．
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