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1. はじめに

ディフェオロジカル空間 (diffeological space 以下，diff-空間)は 80年代初頭 Souriau [10]によ
り導入された可微分多様体の一般化であり，Chenの反復積分の理論に現れるChen空間の亜種
と考えられる。diff-空間とその間の滑らかな写像がつくる圏Diffは，可微分多様体の圏Mfdを
含み (MfdからDiffへの埋め込みが存在し)，極限および余極限を持つカルテシアン閉圏となる。
Diffの持つこうした豊かな性質から，diff-空間の微分同相群や自由ループ空間を含む写像空間，
等質空間，バンドルの概念 ([4])も整備され，近年では層理論的考察 ([1])，Quillenのモデル圏
構造の導入 ([2, 6, 3])およびディフェオロジカル・スタック ([9])の研究も進んでいる。
多様体をホモトピー論的観点から考察する場合，忘却関手経由で位相空間の圏内で考察し，

微分構造を反映した性質を捉えるという方法に加え，もし効果的にホモトピー論をDiff上で展
開できるならば，無限次元を含む多様体を微分構造を保ったまま圏Diffの中で直接考察できる
ことになる。これらを実行するためにDiffで初めに整備すべき枠組みは，de Rham 理論と思
われるが，Souriauによるdiff-空間の微分形式に関してはde Rham の定理が成立しない (次章
参照)。本講演では，新しいde Rham 複体を導入し，圏Diffにおけるde Rham 定理の定式化
とその応用可能性について考察する。

2. ディフェオロジカル空間とSouriau によるde Rham 複体

定義 2.1 集合X上のディフェオロジーDとは，各n ∈ Nに対して得られるn次元のユークリッ
ド空間Rnの開集合Uからの写像 U → Xからなる集合で，次の条件をみたす。

1. (Covering) 任意のnと開集合U ⊂ Rnに対して，各定値写像U → XはDに属す。
2. (Compatibility) Dの元U → Xおよび開集合V ⊂ Rmからの任意のC∞-写像V → Uに
対して，合成V → U → XはDの元である。

3. (Locality) U = ∪iUiを開被覆とする。 写像 p : U → Xの制限Ui → XがDの元ならば，
p : U → XもDの元である。

集合XとディフェオロジーDの組み (X,D)をディフェオロジカル空間とい，Dの元をXの
プロットと呼ぶ。また，diff-空間の射f : (X,DX) → (Y,DY )(スムース写像)とは，集合の間の
写像f : X → Y でXのプロットpに対して，f ◦ pがY のプロットになることである。
diff-空間 (X,DX)に対して，Souriauのde Rham複体Ω∗(X)は次のように定義される。

Ωp(X) :=
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ただしOpenはユークリッド空間の開集合と可微分写像からなる圏であり，Rnの開集合Uに対
して，∧∗(U) = {h : U −→ ∧∗(⊕n

i=1Rdxi) | h : 可微分写像} は通常のde Rham 複体，DX(U)

はU上のプロット全体を意味する。Ω∗(X)の微分代数構造は∧∗(U)から誘導される。Iglesias-

Zemmour [4]は立方体的特異単体で微分形式を引き戻し，立方体的特異単体コチェイン複体へ
のコチェイン写像

∫ IZ
: Ω∗(X) −→ C∗

cube(X) を定義した。一般にこの写像は擬同型ではない。
実際，無理数トーラスT 2

θ = R/(Z+ θZ)，(θは無理数) に商ディフェオロジーを入れて考える
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と，Ω∗(T 2
θ )

∼= (∧∗(R1), d = 0)でありH1(Ω(T 2
θ ))

∼= R1となるが，DiffでのHurewiczの定理は
H1(C∗

cube(T
2
θ ))

∼= R2を導く。T 2
θ の商位相は自明であるため，位相空間の圏ではその性質を十

分に捉えることはできないことに注意する。

3. Diffにおけるde Rhamの定理と展望

単体的微分代数をいくつか用意する。An := {(x0, ..., xn) ∈ Rn+1 |
∑n

i=0 xi = 1}をユークリッド
空間Rn+1の部分ディフェオロジーを持ったアフィン空間，∆n

subをその部分diff-空間で基礎集合が
n単体∆n であるものとする。単体的微分代数 (A∗

DR)•を各n ≥ 0に対して (A∗
DR)n := Ω∗(An)

で定義する。さらに単体的集合SD• (X) := {{σ : An → X | σ : C∞-写像}}n≥0 とSD• (X)sub :=

{{σ : ∆n
sub → X | σ : C∞-写像}}n≥0 を用意する。また，単体的微分代数 (C∗

PL)• := C∗(∆[•])
を考える。ただし∆[n] = hom∆(-, [n])は標準n単体的集合である。単体的微分代数A•と単体
的集合Kに対して，微分代数A(K)を単体的集合の圏 Sets∆

op
のHom集合を用いてA(K) :=

Sets∆
op
(K,A•)と定める。新しいde Rham複体としてA∗

DR(S
D
• (X))を選ぶ。このとき，2つ

のde Rham複体をつなぐ微分代数の射α : Ω∗(X) → A∗
DR(S

D
• (X))をα(ω)(σ) = σ∗(ω)と定義

する。次が本講演の主定理となる。

定理 3.1 ([8, Theorem 2.4])(cf. [5, Theorem 9.7]) diff-空間 (X,D)に対して, 微分代数の擬同
型写像φとψおよび微分加群の射

∫
が存在して，次はホモトピー可換図式となる：
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ただし，multはC∗
PLの微分代数C∗(SD• (X)sub)への作用を表す。さらに，(X,D)が岩瀬–泉田

の意味のスムースCW-複体 [5]またはp-階層体 (p-stratifold)[7]ならばαは擬同型写像となる。

結果として，積分写像
∫
はコホモロジー上に環同型を

∫ IZはコホモロジー上に環準同型写像
を誘導する。非輪状モデルの方法の利用やディフェオロジーの意味でのスムース拡張性を検証
することで証明は完成する。今後，新de Rham複体によるLeray-Serre，Eilenberg-Mooreスペ
クトル系列の構築，さらにはdiff-空間のSullivan モデルの利用により，可微分，位相的，ディ
フェオロジカル・スタックの de Rhamホモトピー論の展開が期待される。
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