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1. スキーモイドとは
代数的組合せ論において重要な対象であるアソシエーションスキーム (AS)は, Zieschang [7] 等
により有限群の一般化としての側面も強調され研究されている。 特にASの隣接代数を経由し
て指標理論さらに, 有限次元代数の表現論的考察や道具も用いられその研究が進められている。
ごく最近では花木, Frenchによりそれぞれ異なるASの圏が定義され ([1], [3]), ASの大局的な
振る舞いも考察されてきた。本研究はこのように近年生じている研究の潮流を捉え, 「圏論的,
ホモトピー論的側面からASの研究に現れる様々な概念を小圏の研究を通して一般化し, 興味あ
る研究対象を生み出す」ことを目ざしている。この一般化によりAS的概念の適用・応用範囲
が広がることが大いに期待される。本講演では有限群, ASそして亜群をも含むスキーモイドの
概念を提案 ([5])し, その上のホモトピー関係を考察する。
まず私たちが導入するスキーモイドとの比較のために, ASの定義を思い出す。
有限集合Xと直積集合X × Xの分割S, すなわち巾集合 2X×Xの部分集合でありX × X =

qσ∈Sσをみたすものを考える。また g ∈ Sに対して

g∗ := {(y, x) | (x, y) ∈ g}

とおき, 対角写像 {(x, x) | x ∈ X}を 1Xで表す。分割Sが次の 3条件をみたすとき組 (X, S)を
アソシエーションスキーム (以下AS)という。

(1) 1X ∈ S,
(2) g ∈ Sに対して g∗ ∈ S,
(3) 任意の e, f, g ∈ Sに対して非負の整数pg

efが定まり, 任意の (x, z) ∈ gに対して

pg
ef = ]{y ∈ X | (x, y) ∈ e かつ (y, z) ∈ f}.

ここでpg
ef は元 (x, z) ∈ gの取り方に無関係に定まる非負整数であることに注意する。

例えば, 有限群Gを考えるとき [G] := {Gh}, Gh := {(k, l) ∈ G × G | k−1l = h}と定義する
と (G, [G])はp

Gfg

Gf Gg
= 1, h 6= fgのときpGh

Gf Gg
= 0となりASとなる。

上記 (3)の条件を圏論的な条件に書き換えることで, 擬スキーモイドが定義される。以後, 圏
Cの射u : x → yに対してx = s(u), y = t(u)と表す場合がある。

定義 1.1 Cを小圏, すなわち Cの対象全体がつくる類が集合であるとする。S := {σl}l∈Iを C
の射全体がつくる集合mor(C)の分割であるとする。次の条件をみたすとき, 圏 Cと分割の対
(C, S)を擬スキーモイド (quasi-schemoid)と呼ぶ。(Cをこの擬スキーモイドの基礎圏と呼ぶ。)
任意のσ, τ, µ ∈ S とµの任意の射f , gに対して, 集合としての同型

(πµ
στ )

−1(f) ∼= (πµ
στ )

−1(g),

が成り立つ。ただし, πµ
στ : π−1

στ (µ) → µは結合写像

πστ : σ ×ob(C) τ := {(u, v) ∈ σ × τ | s(u) = t(v)} → mor(C)

を制限して定義される写像を表している。以下 (πµ
στ )−1(f)の濃度をpµ

στと表す。
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擬スキーモイドにASの定義の条件 (1)と (2)を一般化したものを付加してスキーモイドを定
義する。

定義 1.2 擬スキーモイド (C, S)が次の２条件をみたすときアソシエーションスキーモイド (ス
キーモイド (schemoid))という 1。

(i) 任意のσ ∈ Sと集合J := qx∈ob(C)HomC(x, x)に対して, もしσ ∩ J 6= φならばσ ⊂ J .
(ii) 反変関手T : C → CでT 2 = idCをみたすものが存在する。さらに任意のσ ∈ Sに対して

σ∗ := {T (f) | f ∈ σ}

はSに属する。 反変関手 Tを持つこのスキーモイドを (C, S, T )と表す。

例 1.3 (i)(離散的スキーモイド) Cを小圏としmor(C)の分割SをS = {{f}}f∈mor(C)で与える
とき, 対K(C) := (C, S)は擬スキーモイドとなる。 こうして小圏から自然に擬スキーモイドが
得られる。
(ii) (シューアスキーモイド) Gを (有限とは限らない)群とする。Gを一つの対象•のみをもち,
射の集合がGである亜群と考える。G-圏D, すなわち関手F : G → Catが存在してD = F (•)
となる圏Dを考える。このとき集合mor(D)のGによる軌道全体がつくる集合をSとするとき,
(D, S)は擬スキーモイドとなる。実際これはシューア的ASが (3)の条件をみたすことを確かめ
る場合と同じように示せる。

例えば, Dが次の図式で与えられる小圏であり, Z/2はaを bに1x, 1yは変えずにDに作用して
いるとする。
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このとき擬スキーモイド (C, {{1x, 1y}, {a, b}})を得る。

(iii)(スキーモイドの積) (C, S)と (E , S′)を擬スキーモイドとする。このとき, (C ×E , S′′), S′′ :=
{σ × τ | σ ∈ S, τ ∈ S′}は擬スキーモイドである。
(iv)(ASからの構成) アソシエーションスキーム (X, S)を考える。このとき小圏Cをob(C) = X,
HomC(y, x) = {(x, y)} ⊂ X × X, 合成を (z, x) ◦ (x, y) = (z, y)と定義する。 このときU = S,
反変関手T : C → CをT (x) = x, T (x, y) = (y, x)で定義すると, j(X, S) := (C, U, T ) はスキー
モイドとなる。
(v)(亜群からの構成) Hを亜群とする。小圏 H̃をob(H̃) := mor(H), そして射に関しては

Hom
eH(g, h) =

{(h, g)} if t(h) = t(g)

∅ otherwise.

と定義する。さらにmor(H̃)の分割S = {Gf}f∈mor(H)をGf = {(k, l) | k−1l = f}, 反変関手を
(f, g) ∈ mor(H̃)に対してT ((f, g)) = (g, f)と定義する。このとき S̃(H) := (H̃, S, T )はスキー
モイドとなる。これは群Gから得られるアソシエーションスキームS(G)の場合と同様に確か
められる。

定義 1.4 (i) (C, S)と (E , S′)を擬スキーモイドとする。 このとき関手 F : C → E が任意の
σ ∈ S に対して τ ∈ S′が存在して F (σ) ⊂ τ をみたすとき F を擬スキーモイドの射といい
F : (C, S) → (E , S′)と表す。

(ii) (C, S, T )と (E , S′, T ′)をスキーモイド, F : (C, S) → (E , S′)を擬スキーモイドの射とする。
FT = T ′FをみたすときF : (C, S, T ) → (E , S′, T ′)と表して, Fをスキーモイドの射と呼ぶ。

擬スキーモイドの圏, スキーモイドの圏を以下それぞれ qASmd, ASmdと表す。
1この定義からスキーモイドは実際, coherent configurationの一般化になっていることがわかる。



2. スキーモイドの間の強ホモトピー関係
[1]を 2つの対象 0, 1と非自明な射u : 0 → 1のみをもつ小圏とする。このとき Iを [1]から定ま
る離散的スキーモイドK([1])とする。

定義 2.1 擬スキーモイドの間の射F,G : (C, S) → (D, S′)に対して, qASmd上の射

H : (C, S) × I → (D, S′)

でH ◦ ε0 = F and H ◦ ε1 = Gをみたすものが存在するとき, H : F ⇒ Gと表す。ただし,
εi : (C, S) → (C, S)× Iはεi(a) = (a, i), εi(f) = (f, 1i)で与えられる。 HをFからGへのホモ
トピーという。

qASmd上にある射H : (C, S) × I → (D, S′)が存在して, H : F ⇒ GまたはH : G ⇒ Fが成
り立つとき, FはGに同値であるといいF ∼ Gと表す。

注意 2.2 H : (C, S) × I → (D, S′)を F から Gへのホモトピーとする。このとき任意の射
f ∈ mor(C)に対して, 基礎圏Dにおける次の可換図式を得る。

H(s(f), 0)
H(1s(f),u)

//

H(f,u)

''OOOOOOOOOOOOOO

F (f)=H(f,10)

��

H(s(f), 1)

H(f,11)=G(f)

��
H(t(f), 0)

H(1t(f),u)
// H(t(f), 1)

Hが擬スキーモイドの射であることから次の事が従う。
(1) fとgがSの同じ元 (分割)に属するならば, H(f, u)と別の四角図式の対角にあるH(g, u)

はS′の同じ元 (分割)に属す。
(2) 与えられたCの射fに対して, それが定める上の四角図式において, 1s(f)と1t(f)がSの同

じ元 (分割)に属するならば, H(1s(f), u)とH(1t(f), u)はS′の同じ元 (分割)に属す。

定義 2.3 (ホモトピー関係) (C, S) と (D, S′) を擬スキーモイドとする。射 F, G : (C, S) →
(D, S′)に対して, FがGにホモトピック (F ' Gと表す)とは, 射の有限列

F = F0, F1, ..., Fn = G

が存在して, Fk ∼ Fk+1, k = 0, ..., nをみたすことである。

定義 2.4 擬スキーモイド (C, S)に対して, qASmdにおける自己ホモトピー同値射全体がつく
るモノイドをaut((C, S))と表す。このとき,

haut((C, S)) := aut((C, S))/ ' .

と定義する。

命題 2.5 自己ホモトピー同値射集合 aut((C, S))におけるモノイド構造は haut((C, S))の群構
造を誘導する。さらにhaut((C, S))は擬スキーモイドのホモトピー不変量となる。

擬スキーモイド (C, S)に対して, 自己同型関手のホモトピー類がつくる群をhAut((C, S))と
表す時, 自然な写像η(C,S) : hAut((C, S)) → haut((C, S)が定義される。また亜群Gに対し, Gの
自己同型関手がつくる群をAut(G)と表す。
注意2.2における (1)(2)により, スキーモイドの分割は構成できるホモトピーにかなりの制限

を与える。このことから次の定理を得る。



定理 2.6 ([4]) Gを有限とは限らない亜群とする。このとき, 関手 S̃( )(例 1.3(v)参照)は次の
可換図式を与える。

haut(S̃(G))

Aut(G)
66

eS∗1
66llllllllllll

eS∗2

// hAut(S̃(G))

η
eS(G)

OO

ここで S̃∗1は単射となる。 さらに, Gが有限ならば, S̃∗2は同型射となる。

亜群Gが有限であるとき, その上の自己同型はホモトピー関係により”潰れない”ことを定理
2.6は示している。

定理 2.7 ([4]) 圏 qASmdには 2-圏構造が入り, 小圏に離散的スキーモイドを対応させる関手
K : Cat → qASmdは2-圏の間の充満忠実埋め込みをあたえる。

既知の事実及び今まで述べた圏と関手についてまとめると次の図式を得る。詳細は [5]参照。
(2.1)

Gpd
eS( )

' // (tASmd)0
eRoo // ASmd

k // qASmd
U //

K( )
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K
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N( ) //

Set∆
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c
oo

| |
// Top

S∗( )oo

Gpd′
i′

OO

eS( ) // B
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S

jS
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ただし, AS, Sはそれぞれ, 花木, Frenchの圏, 波矢印はBose-Mesner代数をつくる対象上の対
応を意味する。またKと垂直方向の矢印 j, jS , j(tAS)0は充満忠実関手である。射 N( )と cは,
それぞれナーブ構成関手と圏化関手 ([2])を意味している。さらに | |, S∗( )は実現関手, 特異単
体集合を与える関手である。平行ライン上に表されている関手は, 下の射が上の射の左随伴で
あることに注意する。狭義には関手 S̃( ) : Gpd′ → Bと qASmdからAlgへの対応K( )はそれぞ
れ有限亜群の圏と有限擬スキーモイドの圏に制限されるべきである。ここで, Gpd′は対象上で
単射となる射に制限してえられる, Gpdの部分圏である。

(2.1)の右上段に位置する３つの圏 Cat, Set∆
op

(単体的集合の圏)そしてTop(位相空間の圏)
を考える。Thomason([6]) の結果から それらのホモトピー圏は上の図式上に置かれている関手
N( ), S∗( )により同値になる。定理2.7によりある意味, 擬スキーモイドは“位相空間の一般化”
とも言えよう。このように qASmdにおけるホモトピー論を展開することは重要な意味を持つ。
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