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1. はじめに
階層体 (Stratifold)とはKreck [2]により導入された多様体の一般化概念であり，孤立特異点を
持つ代数多様体，多様体の開錐や接着空間を含む大きなクラスをつくる。可微分多様体を環付
き空間とみなすとき，その上のベクトル束がつくる圏が大域切断上の有限生成射影加群の圏と
同値になるという Serre-Swanの定理が成り立つ。本講演では階層体そのものが，階層体構造
(大域切断)上のアフィンスキームの引き戻しで表せること，階層体に関してもSerre-Swanの定
理が成立するということを [1]に基づいて紹介する。

2. 階層体の定義と例
まずSikorski [4]の意味での微分空間 (differential space)を思い出す。

定義 2.1 微分空間 (S, C)とは位相空間SとS上のR値の連続写像全体がつくるR-代数C0(S)
の局所検出可能かつC∞-閉部分環Cとの対からなる。

• 局所検出可能性: f ∈ C であるための必要十分条件は，任意のx ∈ Sに対して, xの開近
傍Uおよび g ∈ Cが存在してf |U = g|Uをみたす。

• C∞-閉性 : 任意の n ≥ 1および C の元からなる n-tuple (f1, ..., fn)と各微分可能関数
g : Rn → Rに対して，h(x) = g(f1(x), ...., fn(x))で定義される写像 h : S → Rは Cに
属す。

TxSを微分空間 (S, C)の点x上の接空間，すなわち芽の空間Cx上の微分作用素全体がつくる
ベクトル空間として定義する。

定義 2.2 (Kreck [2]) 微分空間 (S, C)が次の4条件をみたすとき階層体 (stratifold)という。

1. S は第２可算公理をみたす局所コンパクト，Hausdorff空間である;

2. 各切片 skk(S) := {x ∈ S | dim TxS ≤ k}はSの閉集合;

3. 任意の点x ∈ Sとその近傍Uに対して，Uに属するxおける隆起関数が存在する，すな
わち非負関数 ρ ∈ Cであり，ρ(x) 6= 0かつ台 supp ρ := {p ∈ S | ρ(p) 6= 0}がUに含まれ
るものが存在する;

4. 階層Sk := skk(S)− skk−1(S)はk-次元可微分多様体であり，i : Sk ↪→ Sによる制限は各
x ∈ Skに対して，芽の同型 i∗ : Cx

∼=→ C∞(Sk)x を誘導する。

階層体の例を幾つか紹介する。部分階層体や少し技巧的ではあるが，積階層体も定義できる。

例 2.3 1) Mを可微分多様体. Mの開錐をCM◦ := M × [0, 1)/M × {0} 3 [M × {0}] = ∗,

C :=

{
f : CM◦ → R

f|M×(0,1) は可微分関数, f|U は
∗のある開近傍U上で定値関数

}

と定義する。この時 (CM◦, C)は非自明切片 Sk+1 = M × (0, 1)とS0 = ∗を持つ階層体である。
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2) (S, C)を次元k以下の階層体とする。またWを境界を持つ多様体でdim W > kさらにカラー
c : ∂W × [0, ε)

∼=→ Wを持つとする。このとき，次の階層体を得る：(S′ = S ∪f W, C′), ただし，

C ′ =
{

g : S′ → R g|S ∈ Cおよびw ∈ ∂W に対してgc(w, t) = gf(w)
}

3. 階層体に関するSerre-Swanの定理
以下全ての階層体は有限次元，すなわちある自然数nが存在してS = skn(S)をみたすと仮定
する。(S, C)と (S′, C′)を階層体とする。連続写像f : S → S′ が ϕ ∈ C′に対してϕ ◦ f ∈ Cをみ
たすとき，fを階層体の間の射と定義する。こうして階層体の圏Stfdが定義される。
さてR-代数Fに対して，|F|を FからRへのR-代数の射からなる集合として定める。写像

f̃ : |F| → Rをf ∈ Fに対して f̃(x) = x(f)と定義し，これらの写像より定まるGelfand 位相を
|F|に入れる。隆起関数の存在から従う階層体上の単位の分割を用いて次を示すことができる。

補題 3.1 (S, C)を階層体とする。θ(p)(f) = f(p)で定義される写像 θ : S → |C|は同相写像

定理 3.2 階層体の圏 Stfdは階層体構造 (R代数部分を)取り出す忘却関手により充満かつ忠実
に R-代数の圏に埋め込まれる。

こうして，階層体の基礎空間は階層体構造から復元できる。また，階層体そのものは，より
大きなアフィン・スキームから得られる。以下この事実を解説する。Specr Cを実スペクトル，
すなわち, 実イデアルからなるプライム・スペクトラムSpec CのZariski位相による部分空間と
する。ここで，商環C/mがR代数としてRに同型であるとき，Cの極大イデアルmを実イデア
ルと定義している。さらに，u(ϕ) = Ker ϕで定義される写像u : |C| → Specr Cは同相写像で
あることがわかる。補題3.1から同相S ∼= |C| ∼= Specr Cを得る。

定理 3.3 (S,OS)を階層体(S, C)から得られる環付き空間とし，i : SpecrOS(S) → SpecOS(S)

を包含写像とする。このとき，(S,OS)は引き戻し i∗(SpecOS(S), ÕS(S)) に環付き空間として
同型である。ただし， (SpecOS(S), ÕS(S))は環OS(S)に同伴するアフィン・スキームである。

階層体の圏におけるカルテシアン積の概念を用いて，階層体 (S, C)上の有界階数のベクトル
束を定義することができる。それらがつくる圏をVBb(S,C)と表す。

定理 3.4 (階層体に関するSerre-Swan定理) (S, C)を階層体とする。大域切断関手Γ(S,−) :
VBb(S,C) → Fgp(C)は圏の同値を与える。ただし，Fgp(C)はR-代数C上の有限生成射影加群が
つくる圏である。

Lfb(S)をOS-加群圏OS-Modの有限階数，局所自由OS-加群のなす充満部分圏とする。この
とき，関手L : VBb(S,C) → Lfb(S)をLE : U ; Γ(U,E)と定義すると，Lは圏の同値を与える。
Morye [3]のアフィン・スキームに関するSerre の定理の一般化を適用して，定理3.4を得るこ
とができる。こうして一般にS ∼= Specr C ⊂ Spec Cであるが次の圏の同値を得る。
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