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1. 背景
Chas, Sullivan [1]により創始されたストリングトポロジーは, 多様体の自由ループ空間のホモ
ロジーに豊かな代数構造をもたらした。実際, ホモロジー上に定義されるループ (余)積は, 今日
ストリング作用素として位相的量子場の理論さらには, ホモロジー的共形場理論の枠組みで記
述される。

Mを向きづけられた閉多様体とし, LM := map(S1,M)を自由ループ空間とする。このとき
pair-of-pantsコボルディズムに対応する (体係数の)ホモロジー上のストリング作用素がループ
積である。

m = the loop product : H∗(LM) ⊗ H∗(LM) → H∗−dim M (LM)

この積によりループホモロジーH∗(LM) := H∗+dim M (LM)は次数付き可換代数になる。評
価写像 ev0 : LM → M の切断 s : M → LM , x 7→ (xでの定置写像)は代数準同型写像
s∗ : H∗(M) → H∗(LM) を導くため, ループ積はMの交叉積の拡張と言える。Lie群のループ
積に関してはHepworthにより交叉積とPontryagin積に分解する事がわかっている。

定理 1.1 ([5]) Gを連結 Lie 群とする。Θ : ΩG × G → LGを (γ, g) ∈ ΩG × G, t ∈ S1に対し
てΘ(γ, g)(t) = (γ · g)(t) = γ(t)g と定義する。 このとき, Θは次数付き代数の同型写像

Θ∗ : H∗(ΩG) ⊗ H∗(G) ∼= H∗(LG),

を誘導する。ただし, H∗(ΩG)はPontryagin代数である。

多様体の自由ループ空間に関するストリングトポロジーは, Félix, Thomas [4]によりGoren-
stein 空間にまで一般化された。以下, Kを体とする。また空間MはCW-複体のホモトピー型
をもち, そのコホモロジーH∗(M ; K)は局所有限であると仮定する。

定義 1.2 ([3]) 次の性質を持つ連結空間Mをd次元K-Gorenstein 空間という。

dimExt∗C∗(M)(K, C∗(M)) =

{
0 if ∗ 6= d

1 if ∗ = d

ただし, C∗(−) := C∗(−; K)はK係数特異コチェイン複体関手を意味する。

向きづけられた多様体,より一般にPoincaré双対空間,連結 Lie群Gの分類空間はGorenstein
空間になる。さらに単連結G-空間Mがd次元 Gorenstein 空間であるならば, そのBorel 構成
EG ×G Mは d − dim G次元Gorenstein 空間となる。こうして一般に次元 (たとえば分類空間
の)は負にもなり得る。

Félix, Thomas [4]によるGorenstein 空間M上のストリングトポロジーは, C∗(M ×M)を微
分代数と見なすとき, 次数付きC∗(M × M)-微分加群からなる圏の導来圏上で展開される。こ
のため導来ストリングトポロジーと呼ばれる。多様体のストリングトポロジーに現れる位相的
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量子場の理論のGorenstein空間版はまだ確立されていないが, Chataur, Menichi によりホモロ
ジー的共形場理論としての分類空間のストリングトポロジーが [2]で展開されている。
ループ (余)積に限って言えば, それらの導来関手による解釈が [8]で与えられた。結果として

ループホモロジーに代数として収束するEilenberg-Moore型のスペクトル系列が構成され, さ
らに [7]では具体的な計算に応用されている。そのE2-項はHochschildコホモロジー環で記述さ
れるため, 適切なDG圏の議論からストリングトポロジーへのアプローチ ([9])も期待できる。
本講演では, 導来ストリングトポロジーの文脈で, Lie群を含む一般のHopf 空間のループ積

について考察する。

2. ネーター的 Hopf 空間のループ積
次の定理は, あるHopf 空間も導来ストリングトポロジーの範疇に入ることを保障する。

定理 2.1 Mを単連結 Hopf 空間とする。 このときM がK-Gorenstein 空間であることとM

がK-ネーター的, すなわちMのK-係数コホモロジー環が有限生成であることは同値である。

注意 2.2 Gを単連結 Lie 群とする。このとき, 基点ループ空間ΩGはZ/p-Gorenstein 空間で
はない。実際H∗(ΩG, Z/p)は無限生成である。

定理1.1の写像Θと同様に, GがHopf 空間である場合も写像Θ : ΩG × G → LGが定義でき
る。次は定理1.1の一般化である。

定理 2.3 (K, Menichi [6]) G をK-ネーター的単連結 Hopf 空間とする。 このとき誘導写像

Θ∗ : H∗(ΩG) ⊗ H∗(G) → H∗(LG)

はマグマとしての同型写像である。ただしH∗(ΩG) はPontryagin 代数である。さらにH∗(G)
が有限次元である場合, Θ∗は次数付き代数としての同型写像となる。

残念ながら, 無限次元の場合は面白くない。

定理 2.4 (K, Menichi [6]) G をK-ネーター的単連結 Hopf 空間とする。H∗(G; K)が無限次元
ならば, H∗(LM)上のループ積は自明となる。

単連結 Lie 群Gのループ群LGの有理コホモロジー環は, 一般に有限生成であり多項式環と
外積代数のテンソル積で表せる。よってLGはQ-Gorenstein 空間であるが, 上の定理から次の
系が従う。

系 2.5 Gを単連結 Lie 群とする。このとき, H∗(LLG; Q)上のループ積は自明である。
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