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擬スキーモイドの Mitchell 埋め込み定理に ついて
§1 イントロダクション
目的

研究目的:

代数的組合せ論において重要な研究対象であるアソシエーション・
スキーム (AS)を圏論的な枠組みで捉え一般化し, 関手的性質や, よ
り多くの道具を用いて ASとその一般化を考察する.

これまでに:

[K. -Matsuo](2015) 擬スキーモイド, アソシエーション・スキーモ
イドを導入し, スキーモイドの構成方法や基本的性質について考察
(スキーモイドの圏論的性質の理解)

[K](2015) 小圏の強ホモトピー論を用いて, スキーモイドのホモト
ピー論を展開

今回: 小圏から得られる圏代数の部分代数として, スキーモイドの
Bose-Mesner代数が得られる. この代数または関連するアーベル圏を
考えて, ホモロジー代数, 表現論を展開する枠組みを作る.
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§1 イントロダクション
擬スキーモイドとその圏

定義 1.1 (K.- Matsuo (2015))

Cを小圏とする. S := {σl}l∈I を Cの射全体がつくる集合mor(C)の
分割 (色づけ)とする: mor(C) =

∐
σ∈S σ

　次の条件 (*)をみたすとき, 圏 Cと分割の対 (C, S)を擬スキーモイド
(以下, 単にスキーモイド)と呼ぶ.
(*) 任意の σ, τ, µ ∈ S と µの任意の射 f , gに対して, 集合としての
同型

(πµ
στ )−1(f) ∼= (πµ

στ )−1(g),

が成り立つ. ただし, πµ
στ : π−1

στ (µ) → µは結合写像

πστ : σ ×ob(C) τ := {(u, v) ∈ σ × τ | s(u) = t(v)} → mor(C)

を制限して定義される写像を表している. 以下 (πµ
στ )−1(f)の濃度を

pµ
στ と表し, 構造定数という.
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擬スキーモイドの Mitchell 埋め込み定理に ついて
§2 スキーモイドの関手圏と Micthell の埋め込み定理
スキーモイドの関手圏

定義 2.1 (スキーモイドの関手圏)

T を体 K上ベクトル空間の圏とする. 射はすべて異なる色を持つ”ス
キーモイド”と考える. (D, S)をスキーモイドとする. このとき, スキー
モイドの射 (色づけを保つ関手)からなる関手圏 (アーベル圏となる)

T (D,S)

を考えることができる. T (D,S) の射は η : u ⇒ vは自然変換で
∃σ ∈ S s.t. idx, idy ∈ σならば ηx = ηy をみたすものとする.

なぜ関手圏を考える? スキーモイドの射 u : (C, S) → (E, S′)は
Bose-Mesner代数の間に自然に代数の射を誘導しない. したがって, それ
ぞれの Bose-Mesner代数の加群圏上に関手が得られない. しかし uは自
然に関手

u∗ : T (E,S′) → T (C,S)

を誘導する.

スキーモイドに関してMitchellの埋め込み定理は成立するか?
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§2 スキーモイドの関手圏と Micthell の埋め込み定理
スキーモイドの関手圏

定義 2.2 (従順スキーモイド)

スイーモイド (C, S)は従順 def⇐⇒ T(i): J0 := {idx}x∈obC とするとき,

　　　　　　　　　 {idx}x∈obC =
∪

α∈S,α∩J0 6=∅

α.

T(ii): 図式 [C]を次で定める. ob[C] := {idx}x∈obC/ ∼S = {[x]},

mor[C]([x], [y]) := {σ ∈ S | s(σ) ⊂ [x], t(σ) ⊂ [y]}.

このとき射 [x] σ−→ [y] τ−→ [z]に対して, 構造定数 pµ
τσ ≥ 1をみたす

S の元 µ = µ(τ, σ)が一意に定まる.

注意) 結果として, [C]は圏になる.

定理 2.3 (Mitchell埋め込み定理)

基礎圏Dの対象がつくる集合が有限である場合, 従順スキーモイド
(D, S′)に関してはMitchell埋め込み定理が成立する. すなわち圏同値
T (D,S′) ' K[D]-Modが成立する. 全ての構造定数が 1以下ならば, 圏
代数 K[D]は (D, S′)の Bose-Mesner 代数と一致する.
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§2 スキーモイドの関手圏と Micthell の埋め込み定理
森田同値とその不変量

定理 2.4 (関手圏における随伴関手)

スキーモイド (C, S)から従順スキーモイド (D, S′)への射
u : (C, S) → (D, S′)から誘導される関手 u∗ : T (D,S′) → T (C,S) に
対して, 左随伴 Lanu : T (C,S) → T (D,S′) および右随伴
Ranu : T (C,S) → T (D,S′) が存在する. したがって, チェイン複体の圏
の間の右, 左随伴を得る.

Ch(T (D,S′))
u∗

// Ch(T (C,S))

Ranu

⊥
hh

Lanu

⊥vv

定理 2.5 (モデル圏構造)

上の記号のもと, 集合 ob[D]の対象は有限であると仮定する. このとき
弱同値が Ranu によりCh(T (D,S′)) ' Ch(K[D]-Mod)の擬同型に写
される射として定義されるコファイブラント生成モデル圏構造が
Ch(T (C,S))に入る. さらに (u∗, Ranu)はこのモデル圏構造に関して,
Quillen 対となる.
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森田同値とその不変量

定義 2.6 (スキーモイドの森田同値)

スキーモイドの関手圏 T (C,SC) と T (C′,SC′) が圏同値であるとき, ス
キーモイド (C, SC)と (C′, SC′)は森田同値であるという.

群から得られる ASと一般にそうではない ASがスキーモイドの圏の中
で関連づけられる.

命題 2.7

長さ 2のバイナリーコードがつくるハミング・スキームH(n, 2)から
図式 (1.1)における関手を経て得られるスキーモイド (H(n, 2))と群
Z/2から得られるスキーモイド S̃(Z/2)は森田同値である.

ハミング・スキームH(2, 2) = (X, S)
X = {00, 01, 10, 11}, S = X × X の分割 = {T0, T1, T2}

(H(2, 2)) : 00 oo //
bb
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森田同値とその不変量

定理 2.8 (Hochschildコホモロジー型不変量)

スキーモイドの射 u : (C1, S1) → (C2, S2), w : (C1, S1) → (D, S′),
w′ : (C2, S2) → (D, S′)がw′u = wをみたし, さらに (D, S′)は従
順とする. もし uが (C1, S2)と (C2, S2)の森田同値を誘導するなら
ば, T (Dop×D,S′×S′) の任意の対象 hに対して, 次の同型が成立する.

Ext∗
T (Dop×C1,S′×S1)((1 × w)∗h, (1 × w)∗h)

∼= Ext∗
T (Dop×C2,S′×S2)((1 × w′)∗h, (1 × w′)∗h).

今後の課題 2.9

アーベル圏上でのホモトピー論, 森田同値の一般的な不変量や必要十分
条件を考察するためには, 従順とは限らないスキーモイド (C, S)に対し
て, チェイン複体の圏Ch(T (C,S))に “標準的”なモデル圏構造を導入
する必要があろう.
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