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はじめに
60年代後半に現れた Eilenberg-Mooreスペクトル系列 (EMSS)は 70年代に P. F. Baumや

D. Kraines, L. Smithらにより精錬されていき, さらに一般コホモロジーへの応用へと広がって
いくことになる。Lie群の等質空間, 基点付きループ空間, 自由ループ空間のコホモロジーの計
算が進んだのはこの EMSSのお陰であるといえる。
この章の著者がはじめて EMSSに出会ったのは 80年代も後半のことで修士課程学生の頃で

あった。Leray-Serreスペクトル系列 (LSSS)の次に学んだのがこの EMSSで, 随分 LSSSと雰
囲気が異なり, その構成方法や, 計算, 至る所でホモロジー代数的手法を用いる様は当時の私に
は斬新なものであった1。その魅力に取りつかれて 25年経ったことになる。
学生時代, 井上さん (井上浩一氏, 現在 東京都市大学)に一般コホモロジーのチェイン複体版

は何でしょうかと尋ねたことがあった。即座に「栗林君それは, Atiyah-Hirzebruchスペクトル
系列だよ。」なるほど確かに多くのチェイン複体とフィルトレーションで一般コホモロジーを
表示している。Adams スペクトル系列もしかり, ホモトピー集合はスペクトル系列というチェ
イン複体による “近似”を持っていると解釈できる。こうした観点が根底にあったと思うが, 私
はいつ頃からかスペクトル系列も空間の代数的模型2の一種と考えている。

Quillen, Sullivanにより創始された有理ホモトピー論 [F-H-T] やMandell理論 [Man]からす
ると, 特異コチェイン複体 (微分代数)は局所化, 完備化のもとで空間を分類するのに十分な幾何
学的情報を含んでいる。したがって一般に, スペクトル系列の E2-項, E3-項, ... にも収束先の
ホモトピー, (コ)ホモロジーでは消える情報がたくさん詰まっているのではないだろうか。適
当な項に非自明な微分が出てきた方が嬉しいと, そんなことを考えながらスペクトル系列の計
算を進めるのも面白いと思う3。
同僚の玉木さんから「信州春の学校」でEMSSについて語る良い機会を与えて頂いた。その

ときの講義ノートをもとに, 実際の講義では時間がなくて割愛した部分も含めここに講義録と
してまとめることにする4。「信州春の学校」という企画を実現された玉木氏に感謝いたします。

1. 二人のEilenberg-Moore とその仲間
この章では, はじめに２つの Eilenberg-Mooreスペクトル系列を紹介し, E2-項の計算に役立

つKoszul分解を説明する。次にコホモロジー環が単生成である単連結空間M を考え, その自
由ループ空間 LM のコホモロジー環を EMSSを用いて具体的に計算する。また EMSSの E2-
項の計算の応用として, 自由ループファイブレーションの TNCZ問題を考察する。
記号と仮定 Kは任意標数の体を表し, H∗(M)と C∗(M)はそれぞれ空間M の K-係数特異コ
ホモロジーと特異コチェイン複体 (またはカップ積を持つ代数)とする。以下空間M は連結な
ものを考えることにする。また特に断らない限り, 体 Kが与えられたとき任意の iに対して
dim H i(M) < ∞を仮定する。
以下で考えるスペクトル系列 {E∗,∗

r , dr}はコホモロジー的である, すなわち
dr : Ep,q

r → Ep+r,q−r+1
r

をみたすものとする。p ≤ 0かつ q ≥ 0以外 (p ≥ 0かつ q ≥ 0以外)でEp,q
2 = 0となるとき, そ

のスペクトル系列を第２象限型 (第１象限型)という。例えば LSSSは第１象限型である。
1Eilenberg, Mooreを冠にもつスペクトル系列であるし, ホモロジー代数がトポロジーの発展から出現したこと

を考えればそれは自然ではあるが。
2明確な定義はないが, この稿では (コ)ホモロジーよりも空間の特性を記述する情報を持っている, 微分代数, オ

ペラド上の代数などの代数的対象のことと考えて頂きたい。
3残念ながら非自明な微分を持つ EMSSはこの稿では出てこない。主張 1.11で示すように, EMSSの E2-項の計

算から LSSSの非自明な微分を見つけることもできる。また非自明な微分を持つ EMSSとその計算, 応用に興味を
持つ読者は [Smith2], [K3]を参照して頂きたい。

4特に本稿の第 3章は講義では全く触れなかった２重次数付き複体の構成とスペクトル系列の利用による微分代
数のホモロジーの計算手法について, 例を用いて解説した。
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いくつかの空間から (余)単体的的手法を用いて収束先の幾何学的模型を作り, その模型から
入るフィルトレーションやモデルがつくるファイブレーションに (一般)ホモロジー論を適用し
て完全対を構成することができる。第 1章ではその完全対からどのようにスペクトル系列が生
まれるかをみてきた。
一方２重複体K := {K∗,∗, d, δ}(bideg d = (0, 1), bideg δ = (1, 0))を考える。このときKの

フィルトレーションを F pK =
⊗

i≥p Ki,∗ と定めることで複体の完全系列

0 → F p+1K → F pK → F pK/F p+1K → 0

からホモロジー長完全列を作り, そこから完全対をつくることで第 1章のようにスペクトル系
列を構成することができる。一方K のフィルトレーションから直接 Er-項 (r = 1, 2, ...,∞)を
作りスペクトル系列 {E∗,∗

r , dr}を構成することも可能である5。特に

(1) (Ep,q
1 , d1) = (Hq(F pK/F p+1K, d), δ)

であることに注意する。ここで d, δは d, δから自然に誘導される微分である。これらの構成方
法を空間の代数的模型に適用することで Eilenberg-Mooreスペクトル系列 (EMSS)を構成する
こともできる6。

定理 1.1. [Smith1][G-M](バー型の EMSS) p : E → Bを F をファイバーとする単連結空間B
上のファイブレーションとする。写像 f : X → Bによる pのプルバック図式

F

��

F

��
Ef,p

q
��

g // E
p

��
X

f
// B

を考える。 このときH∗(Ef,p)に代数として収束する第 2象限型スペクトル系列 {E∗,∗
r , dr}が

存在し, 2重次数付き代数として

E∗,∗
2

∼= Tor∗,∗H∗(B)(H
∗(X), H∗(E))

が成り立つ。ここで H∗(X) と H∗(E) はそれぞれ誘導写像 f∗ : H∗(B) → H∗(X) と p∗ :
H∗(B) → H∗(E)により, 右H∗(B)-加群, 左H∗(B)-加群と見なしている。

次がもう一人の Eilenberg-Mooreである。

定理 1.2. [E-M][G-M] (コバー型 EMSS) p : E → Bをファイブレーション, Gを Eに右から
作用する位相群とし, 任意の g ∈ G, x ∈ E に対して p(xg) = p(x)をみたすとする。さらに任
意の b ∈ B, x ∈ p−1(b)に対して写像G → p−1(b); g 7→ xgは弱ホモトピー同値であると仮定す
る。また空間 Y に位相群Gが左から作用しているとする。このときH∗(E ×G Y )に代数とし
て収束する第 1象限型スペクトル系列 {E∗,∗

r , dr}が存在し, 2重次数つき代数として

E∗,∗
2

∼= Cotor∗,∗H∗(G)(H
∗(E),H∗(Y ))

が成り立つ。ここでH∗(E)とH∗(Y )はGの作用から誘導される写像によりそれぞれ右H∗(G)-
余加群, 左H∗(G)-余加群でと見なしている。

ここで定理 1.1で述べられている EMSSの代数構造を明らかにするために, プルバックの代
数的模型を明らかしよう7。

5このスペクトル系列は完全対から得られるものと同型である。
6次の定理 1.1と定理 1.2のホモロジー版の EMSSは基礎体を一般の単項イデアル整域環に置き換えてもよい。

その構成方法 [G-M]は以下で紹介されるバー分解から得られる２重複体を用いるのではなく, より一般的な半自由
分解 (semi-free resolution)を用いる。

7[G-M]では定理 1.2のスペクトル系列の双対版が示されている。その双対版のスペクトル系列は余代数として
特異ホモロジー H∗(E ×G Y )に収束しているから, その双対である定理 1.2のスペクトル系列は代数構造を持つこ
とになる。
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定理 1.3. [Smith1][G-M] 写像 g, qおよび C∗(Ef,p)上のカップ積 ∪は擬同型8

EM := q∗ ◦ ε ∪ g∗ : C∗(X) ⊗L
C∗(B) C∗(E) := P • ⊗C∗(B) C∗(E) '→ C∗(Ef,p)

を誘導する。ここで P • ε→ C∗(X) → 0はC∗(X)の右C∗(B)-加群としての射影的分解である。

特異コチェイン複体上のカップ積を思い出すと同時に, 定理 1.1のスペクトル系列の代数構
造に言及する。まず次の図式を考える。

C∗(X) ⊗L
C∗(B) C∗(E) ⊗ C∗(X) ⊗L

C∗(B) C∗(E) EM⊗EM

'
//

π
��

C∗(Ef,p) ⊗ C∗(Ef,p)

γ

��

C∗(X) ⊗ C∗(X) ⊗L
C∗(B)⊗C∗(B) C∗(E) ⊗ C∗(E)

γ⊗γγ
��

(C∗(X) ⊗ C∗(X))∨ ⊗L
(C∗(B)⊗C∗(B))∨ (C∗(E) ⊗ C∗(E))∨ EM

'
// (C∗(Ef,p) ⊗ C∗(Ef,p))∨

AW∨
��

C∗(X × X) ⊗L
C∗(B×B) C∗(E × E)

EZ∨⊗EZ∨EZ∨ '
OO

EM

' //

∆∗⊗∆∗∆∗
��

C∗(Ef,p × Ef,p)

∆∗
��

EZ∨ '
OO

C∗(X) ⊗L
C∗(B) C∗(E)

EM

' // C∗(Ef,p)

ここで∆は対角写像, γは自然な入射である。またEZとAW はそれぞれ Eilenberg-Zilber写
像と Alexander-Whitney写像を表している。EZ∨は代数の射であることに注意する。定義に
より, 左縦の写像が定理 1.1のスペクトル系列 {E∗,∗

r , dr}の代数構造を定め, さらに特異コチェ
イン代数はカップ積に関してホモトピー可換であることから上の図式の可換性がいえる。これ
より {E∗,∗

r , dr}は代数としてH∗(Ef,p)に収束することが示せる。特に重要な点は, 式 (1)によ
りE1-項において左縦の写像がH(∆∗ ⊗∆∗ ∆∗) ◦H(EZ∨ ⊗EZ∨ EZ∨)−1という項を持つことで
あり, これよりE2-項に定義される積は可換代数上の圏で定義されるトーション関手の通常の積
と一致することがわかる。

E2-項はどのように計算されるであろうか？
一般に η : A → Kを添加写像に持つ微分代数Aと右A-微分加群N に対して, N の右A加群

としてのバー分解
(B•(N, A), d + ∂) ε→ N → 0

はN の射影的分解を与える。各項と微分は次のようにして与えられる。
B−p(N, A) := N ⊗ A

⊗p ⊗ A, だだし A := Kerη
dp(b[a1 | · · · | ap]a) = dnb[a1 | · · · | ap])a

+
p∑

i=1

b[a1 | · · · | ai−1 | dA(ai) | ai+1 | · · · | ap]a

+b[a1 | · · · | ap]dAa,

∂p(b[a1 | · · · | ap]a) = (−1)deg bba1[a2 | · · · | ap])a

= +
∑

(−1)deg bb[a1 | · · · | ai−1 | aiai+1 | · · · | ap])a

+(−1)deg bb[a1 | · · · | ap−1]apa,

ここで c = (−1)deg c+1cである。したがって左A微分加群 Lに対して, 定義より
TorA(N, L) = H(B•(N, A) ⊗A L)

であるから, 原理的にはこのバー分解を特異コホモロジーに適用して定理 1.1のE2-項を計算で
きることになるが, 余りにも情報が多すぎる。そこで特別ではあるが重要な場合にE2-項を計算
する経済的な射影分解, Koszul分解を紹介する。

8ホモロジー上に同型写像を誘導する準同型写像
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定義 1.4. 次の形の次数付き可換代数AをGCI (graded complete intersection)代数という。
A = ∧(y1, ..., yl) ⊗ K[x1, ..., xn]/(ρ1, ..., ρm),

だだし ρ1, ..., ρmは正規列である。すなわち任意の jに対して ρj は多項式環K[x1, ..., xn]の分
解元でありかつK[x1, ..., xn]/(ρ1, ..., ρj−1)の非零因子である。

以下, 次数付きの元 zにより生成される分割巾代数 (divided power algebra)を Γ[z]で表す。
定義より Γ[z]はベクトル空間としては

Γ[z] = K〈γr(z) | r ≥ 0〉
であり積は

γi(z)γj(z) =
(

i + j
i

)
γi+j(z)

で与えられる K-代数である。ただし deg γr(z) = r deg zである。γ0(z)がこの代数の単位元 1
であり, γ1(z) = zとする。また Γ[z1, ..., zk] := Γ[z1] ⊗ · · · ⊗ Γ[zk] とおく。

注意 1.5. 体Kの標数を pとする。p > 0のときK-代数として次の同型が成り立つ。

Γ[z] ∼=
⊗
r≥1

K[γr(z)]/(γr(z)p)

よって Γ[z]は無限生成代数となる。p = 0の場合は Γ[z]は z上の多項式環K[z]に同型である。

命題 1.6. [Smith4][K1] Aを定義 1.4のGCI-代数とする。このときKの右A-加群としての射
影的分解K ε→ K → 0で次をみたすものが存在する。

K = Γ[s−1y1, ..., s
−1yl] ⊗ ∧(s−1x1, ..., s

−1xn) ⊗ Γ[τρ1, ..., τρm] ⊗ A であり, 微分は
d(γr(s−1yi)) = γr−1(s−1yi) ⊗ yi,

d(s−1xj) = xj ,

d(γr(τρi)) = γr−1(τρi) ⊗ ξi

で与えられる。 ただし ξi ∈ ∧(s−1x1, ..., s
−1xn) ⊗ K[x1, ..., xn] は d(ξi) = ρi をみたす元で

ある。また２重次数は bideg s−1yi = (−1, deg yi), bideg s−1xj = (−1, deg xj), bideg τρi =
(−2, deg ρi)で与えられる。この結果, 2重次数付き代数として

Tor∗,∗A (K, K) ∼= H(K ⊗A K) = Γ[s−1y1, ..., s
−1yl] ⊗ ∧(s−1x1, ..., s

−1xn) ⊗ Γ[τρ1, ..., τρm]

が成り立つ。

この命題に関して少し解説を加える。KにはAが自明に作用している。したがって上の命題
の微分代数 Kの微分の形から K ⊗A K上の誘導される微分は零であることがわかり, (ii)のよ
うにトーション積 Tor∗,∗A (K, K)が計算されるのである。

命題 1.7. [Smith4][K1] Aを定義 1.4のGCI-代数とする。このときAの右A ⊗ A-加群として
の射影的分解 F µ→ A → 0で次をみたすものが存在する。

(i) F = Γ[ν1, ..., νl] ⊗ ∧(u1, ...., un) ⊗ Γ[w1, ..., wm] ⊗ A ⊗ A であり, 微分は
d(A ⊗ A) = 0
d(γr(νi)) = γr−1(νi) ⊗ (yi ⊗ 1 − 1 ⊗ yi),

d(uj) = xj ⊗ 1 − 1 ⊗ xj ,

d(γr(wi)) = γr−1(wi) ⊗ (
n∑

j=1

ujζij)

で与えられる。ただし µはAの積を表し, ζij はK[x1, ..., xn] ⊗ K[x1, ..., xn]の元であり,

ρi ⊗ 1 − 1 ⊗ ρi =
n∑

j=1

(xj ⊗ 1 − 1 ⊗ xj)ζij , µ(ζij) =
∂ρi

∂xj
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をみたす。２重次数は bideg νi = (−1, deg yi), bideg uj = (−1, deg xj), bideg w = (−2, deg ρi)
で与えられる。したがって, 2重次数付き代数として

Tor∗,∗A⊗A(A,A) ∼= H(F ⊗A⊗A A) = H(Γ[ν1, ..., νl] ⊗ ∧(u1, ...., un) ⊗ Γ[w1, ..., wm] ⊗ A,D)

が成り立つ。ただしDの非自明な微分は

D(wi) =
n∑

j=1

uj
∂ρi

∂xj

により与えられる。

注意 1.8. TorA⊗A(A,A)は Aが次数付き可換代数であるため, 定義より Aの Hochschild ホモ
ロジーHH∗(A,A)に他ならない。また µ(xj ⊗ 1− 1⊗xj) = 0 = µ(yi ⊗ 1− 1⊗ yi)であるから,
命題 1.7におけるKoszul複体 F に対して F ⊗A⊗A A上ではD(uj) = 0 = D(γr(νi))となる。

命題 1.7に表れる元 ζij の存在は [Smith4, Lemma 3.4]参照。例えば ρi = xk
j のとき,

ρi ⊗ 1 − 1 ⊗ ρi = (xj ⊗ 1 − 1 ⊗ xj)(xk−1
j ⊗ 1 + xk−2

j ⊗ xj + · · · + 1 ⊗ xk−1
j )

より ζij = xk−1
j ⊗ 1 + xk−2

j ⊗xj + · · ·+ 1⊗xk−1
j であり, 確かに µ(ζij) = kxk−1

j =
∂ρi

∂xj
である。

命題1.6と命題1.7を応用してEMSSの計算例をみていく。まず上述のKoszul分解及びEMSS
を用いて私達が考察する空間をここで明らかにしておこう。
空間X から Y への写像全体の集合にコンパクト開位相を入れた空間を F(X, Y ), 基点を保

つ写像からなる部分空間を F∗(X, Y )と表す。特に LM := F(S1,M), ΩM := F∗(S1,M)とお
いて, それぞれをM の自由ループ空間, 基点付きループ空間という。さらにM I = F(I, M),
PM = {γ ∈ F(I, M) | γ(1) = ∗}とおく。このとき次の可換図式を得る。

ΩM

i ##HH
HH

HH

��

// PM

ev0
��

%%LLLLLLL ∗'
oo

%%JJJJJJJJ

LM

ev0

��

// M I

ev0×ex1

��

M
c

'
oo

∆
yy

∗

$$HH
HH

HH
H // M

1×∗
&&LLLLLLL

M
∆

// M × M

ここで, ∆(m) = (m,m), (1 × ∗)(m) = (m, ∗)そして evtは evt(γ) = γ(t)で定義される tでの
評価写像である。ev0, ev0 × ev1はファイブレーションであり前, 後面の四角形からなる可換図
式はプルバック図式となっていることに注意する。
後面のプルバック図式に定理 1.1を適用して得られるEMSSを {Ê∗,∗

r , d̂r}とする。したがって

Ê∗,∗
2

∼= Tor∗,∗H∗(M)(K, K)
alg⇒ H∗(ΩM)

が成り立つ。前面のプルバック図式からは EMSS {E∗,∗
r , dr}で

E∗,∗
2

∼= Tor∗,∗H∗(M)⊗H∗(M)(H
∗(M),H∗(M))

alg⇒ H∗(LM)

をみたすものが得られる。また写像 i × ∗と EMSSの自然性から得られるスペクトル系列の間
の射を

{jr} : {E∗,∗
r , dr} → {Ê∗,∗

r , d̂r}
とおく。

仮定 1.9. M を単連結空間で, H∗(M) ∼= K[x]/(xn+1), deg x = mをみたすものとする。また
体Kの標数は 0であるかまたは n + 1を割り切るとする。
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例えばM = CPnでK = Qがこの場合に相当する。このときH∗(ΩM)とH∗(LM)を次数付
き代数として決定しよう。体の標数の仮定と命題 1.7から

(2) E∗,∗
2

∼= H(∧(u) ⊗ Γ[w] ⊗ H∗(M), D(w) =
∂(xn+1)

∂x
= 0) ∼= ∧(u) ⊗ Γ[w] ⊗ H∗(M),

ただし, bideg u = (−1,m), bideg w = (−2, (n + 1)m), bideg x = (0,deg x) (x ∈ H∗(M))と
なる。xn+1 = ρであることに注意する。また命題 1.6から (Kの標数に関係なく)

Ê∗,∗
2

∼= ∧(s−1x) ⊗ Γ[τ(xn+1)]

が成り立つ。ただし, bideg s−1x = (−1,m), bideg τ(xn+1) = (−2, (n + 1)m)である。

•γp(w)

j2

55 •γp(τρ)

•w

j2

((
•τρ

•u

j2

))
•x

j2

66•s−1x 0

−2p −2 −1 −2p −2 −1

仮にEMSS {Er, dr}においてあるEr-項で初めて非自明な微分が現れたとする。u, xはいず
れも permanent cycleより, その微分で写される元は γps(w)という形の元であると仮定して良
い。したがって drによる像は一般的に

dr(γps(w)) = λuγps−1(w)k1 · · · γp(w)ks−1γ1(w)ksxt + · · ·

と表せる。ただし λはKの元で, ki, tは 0以上の整数である。左辺の全次数は奇数より右辺の
各項は必ず uという因子を含まなければならないことに注意する。
また両辺の全次数を比べると

2ps(m(n + 1) − 1) + 1 = (m − 1) + 2(m(n + 1) − 1)ps−1ki + · · · + 2(m(n + 1) − 1)ks + mt

という等式を得ることができ, フィルトレーションの次数 (横軸次数)を比較すると

2ps − 1 > 1 + 2k1p
s−1 + · · · + 2ks

という不等式を得る。2ps > 2 + 2k1p
s−1 + · · · + 2ks に (m(n + 1) − 1) を掛けて考察する

と, 上の等式に矛盾した不等式が得られる。このような単純な次数の比較で EMSS {Er, dr}
が E2-項で潰れることがわかる。バー分解と Koszul 分解を比較することで, j2(u) = s−1x,
j2(γr(w)) = γr(τ(xn+1)), j2(x) = 0 (詳しくは [K1, Lemma 1.3]参照) となることが示せる。こ
うして EMSSの自然性により {Ê∗,∗

r , d̂r}もE2-項で潰れる。よって２重次数つき代数として

E∗,∗
2

∼= E∗,∗
∞ , Ê∗,∗

2
∼= Ê∗,∗

∞

が成り立つ。
次にE∞-項からH∗(LM)を代数として復元するために拡張問題を考える。スペクトル系列

の収束性から
Ep,q

∞
∼= F pHp+q/F p+1Hp+q

がいえている。 E∞-項で γps(w)p = 0ということより, γps(w)pが F−2ps+1+1H∗(LM)に入る
ことはいえる。しかし γps(w)p = 0がH∗(LM) 上で成り立つことは一般には言えない。実際は
第 2章で見るように, EMSS上の Steenrod作用素を考察することで γps(w)pは F−2ps

H∗(LM)
に属すことがわかる (注意 2.2)。これから先と同様に全次数とフィルトレーションの次数を比
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較してH∗(LM)上で γps(w)p = 0が示せる。こうしてコホモロジーの代数構造を完全に復元す
ることができて次を得る9。

H∗(LM) ∼= TotalE∗,∗
∞

∼= ∧(u) ⊗ Γ[w] ⊗ H∗(M) (p 6= 2 または deg x 6= 2),

H∗(ΩM) ∼= TotalẼ∗,∗
∞

∼= ∧(s−1x) ⊗ Γ[τ(xn+1)]

ただし, deg u = deg s−1x = deg x − 1, deg w = deg τ(xn+1) = (n + 1) deg x − 2 であり,
TotalE∗,∗は (TotalE∗,∗)r :=

⊗
i+j=r Ei,j 定義される２重次数つき代数E∗,∗ から誘導される次

数つき代数を意味する10。
先に考察したスペクトル系列の射 {jr}に対して j∞は誘導写像 i∗ : H∗(LM) → H∗(ΩM)か

ら引き起こされるE∞-項の写像と一致するから
i∗(γi(w)) = γi(τ(xn+1)), i∗(u) = s−1x, i∗(x) = 0

がいえる。定理 1.1のエッジ準同型写像 (例えば [G-M, ]参照)を考えればH∗(M)の生成元 x
に対して ev∗0(x) = xがいえる。これより i∗(x) = i∗ ◦ ev∗0(x) = 0となることもわかる。

注意 1.10. EMSS {Ê∗,∗
r , d̂r}が E2-項で潰れることは, 上述のような全次数, フィルトレーショ

ンの次数を比較することでも示すことができる。よって体Kの標数の仮定なしに
H∗(ΩM) ∼= ∧(s−1x) ⊗ Γ[τ(xn+1)]

がいえる。上の計算の重要な点は, EMSSが単に個々のコホモロジー環の構造を明らかにする
ばかりではなく, 生成元が写像から誘導される環準同型写像により何処に写されるのかも明確
にしているところにある。この意味でも一般に連続写像から誘導されるスペクトル系列間の写
像の考察は重要であろう。

上の計算から導かれる簡単な事実をここでまとめておく。
一般に単連結空間B上のファイブレーションF

i→ E
p→ Bが体Kに関してTNCZとすると,そ

の定義から誘導写像 i∗は全射になる。すなわちこのファイブレーションのLeray-Serreスペクトル
系列はE2-項で潰れる。これよりH∗(B)-加群としてH∗(E) ∼= H∗(B)⊗H∗(F )が成り立ち,同時
に誘導写像はp∗ : H∗(B) → H∗(E)は単射になる。H∗(B)-加群としてH∗(E) ∼= H∗(B)⊗H∗(F )
ならは上述の LSSSはE2-項で潰れる。では

p∗の単射性から TNCZはいえるであろうか？
この問題はの反例はG. Hirschにより古く 50年代から知られていたが, (Gottliebの仕事 [Go]

も参照) ”身近”なファイフレーションもその反例を与えることが示されたのは 70年代後半から
80年代初頭である。以下の議論は [Smith4]における Smithの考察に基づく。

主張 1.11. M を単連結空間で, H∗(M) ∼= K[x]/(xn+1), deg x = mをみたすものとする。この
とき, 自由ループファイブレーション FB : ΩM

i→ LM
ev0→ M が体 Kに関して TNCZである

ための必要十分条件はKの標数が n + 1を割ることである。

証明. Kの標数が n + 1を割ると仮定する。このとき仮定 1.9のもとでの計算から次数つき代数
としてH∗(LM) ∼= H∗(M) ⊗ H∗(ΩM) がわかる。これより FBの LSSSは TNCZとなる11。
逆にKの標数が n + 1を割り切らないとする。H∗(LM)に収束する EMSSの計算 (2)にお

いて, この場合は

D(w) =
∂xn+1

∂x
= (n + 1)xnu 6= 0

であるから, dim Hdeg xnu−1(LM) < dim(H∗(M)⊗H∗(ΩM))deg xnu−1となりFBはKに関し
て TNCZではない。 �

9実際は, 次数の評価比較だけでは完全に復元できない場合があり, それが括弧の条件として表れる。([K-Y, Proof
of Theorem 2.2, Remark 2.6]参照) 空間の代数的模型の一つである TV -模型の利用により, ここでの仮定 1.9のも
とでは括弧の条件なしでこの同型が成立することがいえる。([N-T]参照)

10Kの標数が 0であるときは, 注意で述べたように Γ[w]を K[w]と考えて良く, この場合 dr(w)は全次数が奇数
であるが E0,odd

2 = 0より dr(w) = 0となる。結局, 拡張問題を考える必要はなく, Γ[w]を K[w]で置き換えて 2つ
の同型がいえる。

11先の同型はベクトル空間としての同型で十分。
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FB の LSSS H∗(ΩM)

τ(xn+1) •
dn deg x

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

s−1x • xns−1x

• • • H∗M

x xn

注意 1.12. n + 1をKの標数が割らない場合は, LM のK-係数コホモロジー環はより複雑な形
を持つ (第３章の計算や [K-Y, Thoerem 2.2]を参照)。

注意 1.13. 単連結空間M でそのK-係数コホモロジー環が単生成外積代数である場合を考える,
すなわちH∗(M) ∼= ∧(y)(deg yは奇数)とする。例えばM = S2n+1 (n ≥ 1)が考えられる。こ
のとき定理 1.1と命題 1.6, 命題 1.7をそれぞれ用いて, 代数としての同型

H∗(ΩM) ∼= Γ[s−1y], H∗(LM) ∼= ∧(y) ⊗ Γ[ν]

を得る。ただし, deg s−1y = deg ν = deg y − 1 である。考える２つの EMSS {Ê∗,∗
r , d̂r} と

{E∗,∗
r , dr}がE2-項で潰れることと拡張問題が全次数とフィルトレーションの次数計算で解ける

ことは先の計算と同様である12。

注意 1.14. 一般にH∗(ΩM)に収束するEMSS {Ê∗,∗
r , d̂r}には微分Hopf代数の構造が入る。(微

分Hopf 代数については [C]参照) さらに事実： 「dr(c) = 0, |c| < |a|ならは dr(a)は原始的で
ある」を用いることで微分を特定できる場合がある。
またH∗(ΩM)が次数つき可換Hopf代数であることからHopf-Borelの定理 [M-M, 7.11 The-

orem]を利用してE∞-項から拡張問題を解くことができる場合もある。例えば, [K2, K3]参照。

注意 1.15. もちろん空間的な特徴を利用してループ空間のコホモロジーの計算も可能である。例
えばファイブレーション S1 → S2n+1 → CPnからファイブレーションΩS2n+1 → ΩCPn → S1

を得る。このファイブレーションがホモトピー切断を持つことからホモトピー同値
ΩCPn ' S1 × ΩS2n+1

を得ることができる。よって M = CPn の場合, 注意 1.13 とこのホモトピー同値を用いて
H∗(ΩCPn)を決定できる。すなわち注意 1.10の結果を得ることができる。

EMSSと LSSSが E2-項で潰れるという条件はそれぞれ密接に関連する。例えば単連結空間
B 上のファイブレーション F → E

p→ B の LSSSが E2-項で潰れる場合, H∗(B)-加群として
H∗(E) ∼= H∗(B) ⊗ H∗(F )が成り立つ。またファイブレーションはプルバック図式

F //

��

E

p
��

∗ // B

と見なせるから定理 1.1からH∗(F )に収束する EMSS {E∗,∗
r , dr}で

E∗,∗
2

∼= Tor∗,∗H∗(B)(K,H∗(E))
alg⇒ H∗(F )

12詳細は [K-Y, Theorem 2.1]参照。より一般の空間に対してその自由ループ空間のコホモロジーの計算は 1990
年代後半からほとんど進んでいない。その頃 Chas-Sullivanにより創始されたストリングトポロジーにおいて, 向
きづけられた多様体のループホモロジー (自由ループ空間ホモロジーでペアー・オブ・パンツから得られるストリ
ング作用, ループ積を持つもの)の考察がホットな話題ではあるが, こちらの計算もなかなか進んでいないのが現状
である。
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となるものが得られる。今の場合はH∗(E)はH∗(B)-射影的加群 (実際は自由加群)であるから
トージョン積の定義から, p < 0 ならは Ep,∗

2 = 0となり, EMSS {E∗,∗
r , dr}は E2-項で潰れる。

EMSSは第２象限型であることに注意。こうして次を示すことができた。

命題 1.16. 単連結空間 B上のファイブレーション F → E
p→ Bの LSSSが E2-項で潰れるな

らば, 同じファイブレーションから得られる定理 1.1の EMSSもE2-項で潰れる。

第 2章でバー型, コバー型 EMSSの応用として一つ定理を証明する。その時に用いるスペク
トル系列の自明性に関する命題をここで述べておく。３つのスペクトル系列の関係を次の命題
は示している。
再び図式 (1)の前面の EMSSを {E∗,∗

r , dr}, 後面の EMSSを {Ê∗,∗
r , d̂r}とおく。また左面の

LSSSを {E∗,∗
r , dr}とおく。このとき

命題 1.17. [K1, Proposition 1.7] Mを単連結空間でありH∗(M)は定義 1.4のCGI-代数である
と仮定する。さらに任意の i, jに対してK[x1, ..., xn]/(ρ1, ...., ρm)上 ∂ρi

∂xj
= 0とする。このとき

EMSS {E∗,∗
r , dr}がE2-項で潰れるための必要十分条件は EMSS {Ê∗,∗

r , d̂r}と LSSS {E∗,∗
r , dr}

がE2-項で潰れることである。

さてここでコバー型 EMSSのE2-項の計算 (コバー分解と捻れテンソル積) [K-M-S][K-M-N,
Section 5]について簡単に言及しておく。

Aを微分Hopf代数, N , Lをそれぞれ右, 左微分A-余加群とする。コテンサー積の導来関手

CotorA(N,L)

は (その定義より)Lの左 A-余加群としての入射的分解にコテンサーN�A –を適用し, ホモロ
ジーをとることで得られる。一般に Lの左A-余加群としての入射的分解としては,

0 → L → A ⊗ L → A ⊗ A ⊗ L → · · ·

という形のコバー分解 ([E-M])を考えることができるが, トーション積と同様, Koszul分解のよ
うなより経済的な入射分解がほしい。体Kを自明な左A-余代数とするとき, Kに対するそのよ
うな分解の候補として上げられるのが”捻れテンソル積”である。

Aの捻れテンソル積は適切な次数つきベクトル空間 V が与えるテンソル代数 T (sV ), および
そのあるイデアル I を用いて左A-余加群としてはA ⊗ T (sV )/I で定義される。そしてその微
分代数構造は適切な線形写像 θ : A → sV を用いて”捻られて”定義される。

[K-M-S]で見られるように捩じれテンソル積で与えられるKの入射分解は, Lie群Gの分類
空間BGのコホモロジー環を定理 1.2を用いて計算する場合に威力を発揮した。ここでは捻れ
テンソル積の一番簡単な場合を考えることにする。

例 1.18. GをH∗(G) ∼= ∧(x1, ..., xl) =: Aをみたす Lie 群とする。ただし deg xj は奇数であり
xiは原始的な元とする; すなわち Aの余積∆に関して∆(xi) = xi ⊗ 1 + 1 ⊗ xiである。第一
章のユニタリ群 U(n)はこのような例である。このとき普遍GバンドルG → EG → BGを考
える。BG = EG ×G ∗であるから定理 1.2を適用すると EMSS{E∗,∗

r , dr}で

E∗,∗
2

∼= Cotor∗,∗H∗(G)(K, K)
alg⇒ H∗(BG)

となるものを得ることができる。Kの左A-余加群としての入射分解で

0 → K → A ⊗ (K[sx1, sx2, ...., sxl], ∂)

の形を持つものが存在する。ただし ∂(sxj) = xj , bideg sxj = (1, deg xj)である。したがって

Cotor∗,∗H∗(G)(K, K) ∼= H(K�AA ⊗ K[sx1, ..., sxl], 1�A∂ = 0) ∼= K[sx1, ..., sxl]
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となる。各 sxj の全次数は偶数より, このEMSSはE2-項で潰れ, ２重次数付き代数として同型
E∗,∗

2
∼= E∗,∗

∞ を得る。
• dr

**VVVVVVVVVVVVVsxl

• sx2

• sx1

1
E∞-項は多項式環であるから拡張問題も解けて, 結局K-代数として次を得る。

H∗(BG) ∼= K[sx1, ..., sxl], deg sxi = deg xi + 1

注意 1.19. ファイブレーション ΩBG → PBG → BGと次の事実を用いれば定理 1.1のスペ
クトル系列を適用して, H∗(G) ∼= ∧(s−1sx1, ..., s

−1sxl)を得ることができ, もとのH∗(G)にも
どる。

事実 1.20. 位相群Gに対してHopf空間として G ' ΩBG. [May, Section 8]参照

２重複体をもとに構成されるスペクトル系列 (EMSSの仲間達)で著者と親交があるものを列
挙してこの章を終える。どのスペクトル系列の計算もほとんど進んでいないのが現状である。
これらのスペクトル系列を使った具体的計算や関連する話題への応用が今後期待される。

1) 写像空間のコホモロジーに収束するBousfield-Peterson-Smith SS[C-K] (E2-項はテンソル積
の左随伴関手であるLannes関手で表され,単体的分解を用いて原理的には計算できる [S, 7.1]。)

2)特異チェイン代数の Hochschildコホモロジーに Batalin-Vilkovisky代数として収束する SS
([K6]ではその構成と命題 1.7を利用していくつかの計算が実行されている。)

3) Chas-Sullivan ループホモロジーに収束する EMSS [K-Me-N] (LSSSは [C-J-Y]参照。)

4)小圏のコホモロジーに収束する Čech-de Rham SS (Mayer-Vietoris SS) [B-T][B-W][M]

2. EMSSの応用と計算の助っ人, 作用素
この章では EMSS上の Steenrod作用素に関する命題をまず述べる。その EMSSの計算への

直接的な応用を解説した後, 加群微分子と Steenrod代数との両立性を用いて, Lie 群Gの分類
空間BGの自由ループ空間のコホモロジー環を計算する。またや基点付きループ空間のコホモ
ロジーの余可換性についても考察する。
加群微分子はスペクトル系列の計算においてさらに貢献することが期待される。計算結果の

応用は [K-S]にも解説がある。

定理 2.1. [R][Mori][Si][Smith3][C-K, Appendix] 基礎体Kは有限体 Fpであるとする。ただし p
は素数とする。このとき定理 1.1の EMSSは Steenrod代数A(p)の作用を持つ。すなわちE∗,∗

r

項はA(p)-代数構造を持ち, 各微分 drは Steenrod作用素と可換である。さらにA(p)-代数とし
て同型E∗,∗

∞ ∼= E∗,∗
0 (H∗(Ef,p))が成り立つ。特に{

βε℘i
EM : El,s

r → E
l,s+2i(p−1)+ε
r

Sqi
EM : El,s

r → El,s+i
r (p = 2)

が成立する。またE1-項では, バー分解を用いて ℘k
EM の作用は次のように表される。

℘k
EM (a[x1 | · · · | xm]b) =

∑
l+i1+···+im+s=k

℘la[℘i1x1 | · · · | ℘imxm]℘sb
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注意 2.2. 第1章における仮定1.9のもとでの計算を思い出す。その計算でγps(w)pがF−2ps
H∗(LM)

に属すことを用いているが, これはE∞-項で
γps(w)p = ℘

(1/2)ps(deg ρi−2)
EM γps(w)

が成り立ち, 右辺は定理 2.1より F−2ps
H∗(LM)に入っていることから示せる。Steenrod作用

素は EMSS上 “縦”作用を引き起こしていることに注意されたい。
EMSSのE2-項をバー分解を用いて表示した場合は, 定理 2.1よりその上で働く Steenrod作

用素を明確に記述できることになる。しかし代数構造を見る場合は, 命題 1.6, 命題 1.7で与え
た Koszul分解の方が適している。そこで「バー」の言語を「Koszul」の言語にまたは逆に翻
訳する辞書が必要になる。その一部をここで紹介する。

補題 2.3. ([K-Y, Lemma 2.8], [K1, Lemma 1.5])Aを定義 1.4のGCI-代数とし, K ε→ K → 0
を命題 1.6のKoszul 分解とする。このとき擬同型Ψ : B•(K, A) → Kで

Ψ([xi | · · · | xi]a) = γr(s−1xi)a

をみたすものが存在する。
定理 2.1と補題 2.3を用いて, ある基点付きループ空間のコホモロジーの具体的な計算を行う。

例 2.4. M を単連結空間でA(2)-代数としてH∗(X; F2) ∼= H∗(SU(3); F2) ∼= ∧(e3, e5)であると
する。すなわち Sq2e3 = e5が成立すると仮定する。このとき次数つき代数として
(3) H∗(ΩM ; F2) ∼= H∗(ΩSU(3); F2) ∼=

⊗
i≥1

F2[γ2i(s−1e3)]/(γ2i(s−1e3)4), deg s−1e3 = 2

となることを以下で示そう。
自由ループファイブレーション ΩM → PM → M に定理 1.1を適用して得られる EMSSを

{E∗,∗
r , dr}とする。この EMSSはH∗(ΩM)に代数として収束し, ２重次数つき代数として

E∗,∗
2

∼= TorH∗(M)(F2, F2, ) ∼= Γ[s−1e3, s
−1e5]

∼=
⊗
i≥1

F2[γ2i(s−1e3)]/(γ2i(s−1e3)2) ⊗
⊗
i≥1

F2[γ2i(s−1e5)]/(γ2i(s−1e5)2)

が成り立つ。ただし, bideg(γ2i(s−1en)) = (−2i, 2i(n− 1))である。どの生成元も全次数は偶数
であることから, この EMSSはE2-項で潰れる。よってE∗,∗

2
∼= E∗,∗

∞ である。

•γ2(s−1e5)

•γ2(s−1e3)

Sq2·2
EM

??

•s−1e5

•s−1e3

Sq2
EM

EE

−2 −1

γ2i(s−1e3)2および γ2i(s−1e5)2に関する拡張問題を解く。補題 2.3より
γ2i(s−1e3)2 = [e3 | · · · | e3] (2i-times)
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となるから, 定理 2.1よりE∞-項で

Sq2i·2
EMγ2i(s−1e3) = Sq2i·2

EM [e3 | · · · | e3] = [Sq2e3 | · · · | Sq2e3] + ”other terms”

と表せる。また Steenrod 作用素の非安定性 (deg x < iのとき Sqix = 0)より”other terms”は
零となる。こうしてH∗(ΩM)上では

γ2i(s−1e3)2 = Sq2i·2γ2i(s−1e3) = γ2i(s−1e5) + η

と表せる。ただし η ∈ F−2i+1H∗(ΩM)である。第 1章で考察した, 全次数とフィルトレーショ
ンの次数の比較ににより η = 0, さらにH∗(ΩM)上で γ2i(s−1e5)2 = 0が示せる。こうして拡張
問題が全て解けて, (3)を得る。
以上の計算からわかるように, H∗(ΩSU(3); F2)は SU(3)のコホモロジーの情報のみを用い

て計算できることになる。

分類空間の自由ループ空間 LBGのコホモロジーや S1の位相和を境界に持つコボルディズ
ムからBGへの写像全体がつくる空間のコホモロジーの考察を始める前に, その計算の動機に
ついて解説する。
ストリングトポロジーの適用範囲は近年向き付けられた多様体から Poincaré双対空間を含

むGorenstein空間まで広がっている ([F-T])。特に Lie群の分類空間はGorenstein空間となり
ストリング作用素が多様体の場合と同様, 次のように定義できる。まず, S1の位相和を境界に
持つ (ジーナス g, in-baundary p個, out-boundary q個の) コボルディズム Σg,p+q を考える。∐q S1

ρin // Σg,p+q
∐q S1

ρoutoo

この図式に関手 F(-, BG)を適用して次の空間の系列を得る。

LBG×p = F(
∐q S1, BG) F(Σg,p+q, BG)

ρ∗inoo
ρ∗out // F(

∐q S1, BG) = LBG×q

さらにコホモロジーと ρ∗inの shriek写像 (wrong way 写像)を用いて13

(H∗(LBG)⊗p)∗+(dim G)·χ(Σg,p+q) H∗(F(Σg,p+q, BG)
ρ!

inoo H∗(LBG)⊗q
H(ρ∗out)oo

を得る。この写像の双対がコボルディズム Σg,p+q に対応するストリング作用素である。これ
らの作用素が位相的量子場理論 (TQFT)をつくること, より一般にホモロジー的共形場理論
(HCFT) を与えることが, 近年 Chataur, Menichi[C-M] により示された。こうしてストリン
グ作用素を明確に決定するための第一段階として, 入れ物であるコホモロジー H∗(LBG)や
H∗(F(Σg,p+q, BG)を求めることは重要になる。
ではそれらの計算で用いるEMSS以外の道具を準備しよう。A から次数つき左 A-加群 L へ

の次数 −1の準同型 D : A → L が A の任意の元 a, b に対して

D(ab) = (−1)(deg a+1) deg bbD(a) + (−1)deg aaD(b)

をみたすときこの写像 D を L に値を持つ A の加群微分子 (module derivation)という。

命題 2.5. 評価写像 ev : S1 × LX → X を ev(t, γ) = γ(t) と定義し, S1 に沿った積分写像∫
S1 : H∗(S1 ×LX) → H∗−1(LX; Fp) を

∫
S1(e⊗ v) = v で定義する。 ただし e は id ∈ π1(S1)

から Hurewicz 準同型を経由して得られる H1(S1) の生成元である。このとき合成写像

DX :=
∫

S1

◦ev∗ : H∗(X) → H∗−1(LX; Fp)

はH∗(LX; Fp)に値を持つH∗(X) の加群微分子であり, Steenrod 代数の作用と可換である.

仮定 2.6. H∗(BG) ∼= K[x1, ..., xn] =: A, ただしKの標数が 2でないときは各 iに対して deg xi

は偶数。

13このような shriek写像 (一般的には非自明な)の存在が, 分類空間やより一般に Gorenstein空間でも保証され
ている ([F-T])。
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この仮定のもとH∗(LBG)を考察しよう。定理 1.1のH∗(LBG)に代数として収束するEMSS
を {E∗,∗

r , dr}とする。このとき命題 1.7より 2重次数付き代数として次の同型を得る。
E∗,∗

2
∼= Tor∗,∗A⊗A(A,A) ∼= ∧(u1, ..., un) ⊗ K[x1, ..., xn]

ただし, bideg ui = (−1, deg xi)である。

•
dr

++VVVVVVVVVVVVVVV •

• •

u2 • •x2 0

u1 • •x1

−1
生成元のフィルトレーション次数は 0または −1であるからこの EMSSは E2-項で潰れて,

E∗,∗
∞ ∼= E∗,∗

2 となる。よってH∗(BG)-代数としての同型
(4) H∗(LBG) ∼= ∆(u1, ..., un) ⊗ K[x1, ..., xn]

を得る。ただし, ∆(u1, ..., un)は 2-単純系を表す。すなわち uε1
1 · · ·uεn

n (εi は 0または 1)で生
成される K上のベクトル空間で εi + ε′1 = 0または 1のときのみ, uε1

1 · · ·uεn
n · u

ε′1
1 · · ·uε′n

n =
u

ε1+ε′1
1 · · ·uεn+ε′1

n である。したがって, H∗(LBG)は次数付き可換なのでKの標数が 2でないな
らば拡張問題は解けて, 代数として
(5) H∗(LBG) ∼= ∧(u1, ..., un) ⊗ K[x1, ..., xn],

deg ui = deg xi − 1となる。Kが素体 F2のとき拡張問題を解くのは些か難しい。u2
i の行き先

を決めなければならないからである。そこで次の事実を用いる。

事実 2.7. [K-K] 任意の iに対して ui = DBGxi

これで EMSSから定まる生成元をある意味, 幾何的に特徴付けたことになる。こうして命題
2.5 から

u2
i = Sqdeg xi−1ui = Sqdeg xi−1DBGxi = DBGSqdeg xi−1xi

となる。DBGは加群微分子であるから Sqdeg xi−1の作用で u2
i の行き先が決まる, すなわち u2

i
はDBGxj と xj(j = 1, ..., n)で表記出来ることになる。よって拡張問題が全て解けてK-代数と
しての同型
(6) H∗(LBG) ∼= F2[DBGx1, ...,DBGxn] ⊗ F2[x1, ..., xn]/((DBGxi)2 + DBGSqdeg xi−1xi)

を得る。
次にH∗(F(Σg,p+q, BG))の代数構造を仮定 2.6のもとで決定しよう。

事実 2.8. (例えば [C-M]) Σg,p+q ' ∨−χ(Σg,p+q)+1S1, ただし−χ(Σg,p+q) = 2g + p + q − 2

このことに注意すると F (Σg,p+q, BG) ' F(∨NS1, BG)となる, ただしN = −χ(Σg,p+q) + 1
である。そこで次のプッシュアウト図式を考える。

∨NS1 S1oo

∨N−1S1

OO

∗

OO

oo

この図式に関手 F(-, BG)を施して, プルバック図式

F(∨NS1, BG) //

��

LBG

ev0

��
F(∨N−1S1, BG) // BG
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を得る。この図式に定理 1.1 を適用して, H∗(F(∨NS1, BG)) に代数として収束する EMSS
{E∗,∗

r , dr}で
E∗,∗

2
∼= Tor∗,∗H∗(BG)(H

∗(F(∨N−1S1, BG)),H∗(LBG))

となるものを得る14。先の同型 (4)よりKの標数によらず自由H∗(BG)-加群である。したがっ
て, j < 0のときEj,∗

2 = 0, E0,∗
2

∼= H∗(F(∨N−1S1, BG))⊗H∗(BG) H∗(LBG) となり, {E∗,∗
r , dr}

はE2-項で潰れ, さらに拡張問題も解けて, 帰納的な考察で次の代数としての同型を得る。

H∗(F(∨NS1, BG)) ∼= H∗(F(∨N−1S1, BG)) ⊗H∗(BG) H∗(LBG) ∼=
N⊗

H∗(BG)

H∗(LBG)

同型 (5), (6)により右辺の代数は決定できる。もちろんH∗(LBG)上のストリング作用素を決
定するにはH(ρ∗out)や ρ!

inの振る舞いをここで決定したコホモロジーの表記で考察しなければ
ならない。このストリング作用素の決定は今後の課題である。

EMSSの微分に関して特に, Eilenberg-MacLane空間のコホモロジーを利用した微分の決定
方法は [Smith2, Smith5] が参考になる。そこでは Bockstein Lemmaの証明でも重要になる
Universal Exampleと同様の議論が展開されている。
例えば次の定理が成り立つ。

定理 2.9. [Smith5] M を単連結空間で代数としての同型H∗(M ; F2) ∼=
⊗n

i=1 F2[xi]/(x2ni

i ) が
成り立つとする。もし Sq1がH∗(M ; F2)上で自明ならば, プルバック図式

LM //

��

M I

ev0×ev1��
M

∆
// M × M

に対する定理 1.1のH∗(LM ; F2)収束する EMSSはE2-項で潰れる。
この定理とバー型, コバー型の EMSSを用いて基点付きループ空間コホモロジーの余可換性

に関する定理を示してこの章を終える。
一般にLie群Gが与えられるとHopf-Borelの定理 [M-M, 7.11 Theorem]によりH∗(G; Fp) ∼=⊗n
i=1 Fp[xi]/(xpni

i )と表せる。またΩGはホモトピー可換よりHopf代数H∗(ΩG; Fp)は余可換
である。一般にM が Hopf空間でなくてもH∗(M)の代数構造からH∗(ΩM)の余可換性を示
すことができる場合がある。
定理 2.10. M を単連結空間H∗(M ; F2) ∼=

⊗n
i=1 F2[xi]/(x2ni

i ) が成り立つとする。もし Sq1が
H∗(M ; F2)上で自明ならば, H∗(ΩM ; F2)は余可換である。
この定理を証明するためにまず次の事実を思い出す。

事実 2.11. ∃η : EG×Ad G
'→ EG×Ad ΩBG

'→ LBG, ここでAd : G×G → GはGのGへの
随伴作用Ad(g)h = ghg−1を表す。(例えば [C-S, Corollary 3.4]参照).

M に対してMilnor [Mi]の考察からある位相群Gが存在して, Hopf空間としてΩM ' Gと
なる。この位相群GにBorel構成を適用すると事実 2.11により次のファイブレーションを得る。

ΩG ' G
j��

EG ×Ad G

��

' // EG ×Ad ΩBG
' // LBG ' LM

M ' BG

こうして Borel 構成EGAdGに定理 1.2を適用して第 1象限型 EMSS {cE
∗,∗
r , cdr}で

cE
∗,∗
2

∼= Cotor∗,∗H∗(ΩM)(K,H∗(ΩM))
alg⇒ H∗(EG ×Ad G) ∼= H∗(LM)

14[K5]ではここでの考え方をさらに進めて, 向きづけ可能 (不可能)閉曲面を定義域に BGを値域に持つ写像空
間のコホモロジー環が考察されている。実際, 閉曲面を ∨kS1 にデスクを貼付ける接着空間と考えてプッシュアウ
ト図式から上述のようなプルバック図式を構成し EMSSを適用している。
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となるものを得る。

定理 2.10の証明. 定理 2.9よりH∗(LM)に収束する第 2象限型EMSS {E∗,∗
r , dr}はE2-項で潰

れる。したがって命題1.17より{E∗,∗
r , dr}はE2-項で潰れる。すなわち上の図式における縦のファ

イブレーションは F2に関してTNCZである。こうして誘導写像 j∗ : H∗(EG×Ad G) → H∗(G)
は全射となる。第 1象限型 EMSS {cE

∗,∗
r , cdr}のエッジ準同型写像を考えると次の可換図式を

得る

H∗(EG ×Ad G)

��

j∗ // H∗(G)

cE
0,∗
∞

// // · · · // //
cE

0,∗
2

// //
cE

0,∗
1

j∗は全射より微分 d1 = Ad∗ : H∗(G) → H∗(G) ⊗ H
∗(G)は自明でなければならない。すなわ

ちこれは第一座標への射影G×G → Gを pr1とすると pr∗1 = Ad∗を意味する。Adは随伴作用
であるからH∗(ΩM) ∼= H∗(G)は余可換である。 �

注意 2.12. M = CP 2nはそのFp-係数 (pは奇素数)のコホモロジーの代数構造を考えれば前出の
Hopf-Borelの定理からMはHopf空間ではないことがわかる。しかし定理2.10よりH∗(ΩM ; F2)
は余可換である。

3. 次数付き微分代数のホモロジーの計算方法 (番外)

スペクトル系列の計算では, 微分代数のホモロジーを代数として計算する場面によく直面す
る。この章では例を用いてそのようなホモロジーを計算する手法を紹介しよう15。これらは有
理ホモトピー論における空間M の Sullivan極小模型からそのホモロジー, すなわちM の有理
係数コホモロジー環を計算する場合にも応用できる。この章では基礎体Kの標数は 0とする。
また次数つきベクトル空間 V で生成される可換自由代数を ∧(V )と表す。すなわち

∧(V ) = E(V odd) ⊗ K[V even]

(E(−)は外積代数を意味する16) となる。次の微分代数 (A, d)を考える：
(A, d) = (∧(α, ρ, α, ρ), d(α) = d(α) = 0, d(ρ) = α2, d(ρ) = 2αα)

ただし, deg α = 2m, deg ρ = 4m − 1, deg α = 2m − 1, deg ρ = 4m − 2である。

注意 3.1. この微分代数 (A, d)は S2mの Sullivan極小模型 (∧(α, ρ), d(ρ) = α2)から得られる,
LS2mの Sullivan模型である。([F-H-T, Example 1, page 206]) したがって代数として

H∗(LS2m; K) ∼= H(A, d)

が成立する。

この章の目的はH(A, d)の代数構造, 生成元を明らかにすることである。早速そのホモロジー
環の計算を始めよう。
ステップ１ (Aの元に重みをつけてAにフィルトレーションを導入する)：まず, wight(α) = 1,
weight(z) = 0 (z = ρ, ρ, α)として重みをつける。生成元の積で表される元は weight(uv) =
weight(u) + weight(v)として生成元の各重みの和で定義する。微分を保つ Aの減少フィルト
レーション F = {F i}を次で定義する17。

F i := {u ∈ A | weight(u) ≥ i}
このとき, 誘導されたスペクトル系列 {Er, dr}の E0-項である微分代数 (E0 =

∑
F i/F i+1, d0)

のホモロジー, すなわちE1-項は次の形を持つ
(E1, d1) ∼= (K[α]/(α2) ⊗ ∧(α) ⊗ K[ρ], d1(ρ) = 2αα)

15この計算手法は [K-M-N, Section 7]で詳しく述べられている。
16前章では外積代数を ∧(-)と表していたが, 有理ホモトピー論の慣例に従い, この章では ∧(-)は可換自由代数

を表すものとする。
17すなわち dF i ⊂ F i が成り立つ。
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d(ρ) = 2ααはフィルトレーションを一つ上げる。よって, E0 =
∑

F i/F i+1上では d(ρ) = 0と
なることに注意する。(このステップではフィルトレーションから誘導されるスペクトル系列の
各項の微分で非自明なものが「一つ」になるようにそのフィルトレーションを定める。)

ステップ２ (代数構造を表す「軸」を書いて, その上にベクトル空間としての基底をすべて並
べる)：

α
sssss α ρ

ooooo

αα αα ρ

1
ssssss ρ

d1

kk

ooooooo

α αρ

· · ·

· · · · · · α ρm

ppp
pp

α ρm+1

mmmm
m

αα ρm αα ρm+1

ρm

pppppp ρm+1
d1

ll

mmmmmm

αρm αρm+1

ステップ３ (代数構造に注意しながらスペクトル系列を計算する)：どの基底がホモロジー上で
消えるかが軸の図式からわかり

E2
∼=

K[α] ⊗ ∧(α)
(αα, α2)

⊕ K〈α ρl | l ≥ 1〉 ⊕ K〈α ρl | l ≥ 1〉

を得る。ただし (B, ε)が単位元を持つ添加代数で, Nが単位元を持たない代数とするときB⊕N
の代数構造は 1 · n = n, mn = 0 (n ∈ N , m ∈ Kerε)で与えられる。フィルトレーションを２
つ上げる微分はないから Er-項の微分は自明 (r ≥ 2)となる。こうして２重次数つき代数とし
てE2

∼= E∞ である。
ステップ４ (拡張問題を解く)：{Er, dr}はH∗(A, d)に収束するからE∞の計算から, ベクトル
空間としての同型写像

ϕ : H∗(A, d)
∼=→ TotalE∞ =

K[α] ⊗ ∧(α)
(αα, α2)

⊕ K〈α ρl | l ≥ 1〉 ⊕ K〈αρl | l ≥ 1〉

が存在することがわかる。
d(α ρl) = α · l · ρl−1 · 2αα = 0より α ρlはAのサイクルである。しかしA上で

d(αρl) = l · 2αρl−1αα = 2lα2α ρl−1 6= 0

であるから αρl はサイクルではない。そこでこの元を代表する本当のサイクルを見つける。
d(2lρα ρl−1) = 2lα2α ρl−1より,

αρl − 2lρα ρl−1

は A上のサイクルである。weight(α) = 1であるから, 項 2lρα ρl−1 は αρl より下のフィルト
レーションに入っていてE∞-項では見えていなかったことになる。
積についての拡張問題を全て解くと次のようになる。

d(
1
2
ρ) = αα

d(ρ) = α2

d(ρρl) = α(αρl − 2lρα ρl−1)

d(
1

2(l + 1)
ρl+1) = ρ(αρl − 2lρα ρl−1)

d(
1

2(2l + 1)
ρ2l+1) = α ρl(αρl − 2lρα ρl−1)
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これより自然に代数の準同型写像

η :
K[α] ⊗ ∧(α)

(αα, α2)
⊕ K〈α ρl | l ≥ 1〉 ⊕ K〈αρl − 2lρα ρl−1) | l ≥ 1〉 → H(A, d)

が定義される。ϕ−1 ◦ ηはベクトル空間の同型射であるから, ηは代数の同型射となりH(A, d)
の生成元および代数構造が決定できた。

注意 3.2. 自由ループファイブレーション ΩS2m i→ LS2m → S2m の Sullivan 模型 ([F-H-T,
Proposition 15.5])を考えると, H∗(ΩS2m; Q) ∼= ∧(α) ⊗ Q[ρ] が示せ, さらに上の計算における
H∗(LS2m; Q)の非分解元 α ρlは i∗でH∗(ΩS2m; Q)の分解元 α ρlに写されることがわかる。

例 3.3. 微分代数 (E , D)次で定義する。
E := ∧(α, ρ, α, ρ, u),

D(ρ) = 2αα,D(α) = uα, D(α) = 0, D(ρ) = α2 − uρ,

ただし deg u = 2, deg α = 2m, deg ρ = 4m − 1, deg α = 2m − 1, deg ρ = 4m − 2 であ
る。このとき (E , D)は Borel構成ES1 ×S1 LS2mの Sullivan模型である ([V-B])。ただし作用
S1 × LS2m → LS2mは (t · γ)(s) = γ(s + t)で定義されていることに注意する。
重みを weight(α) = weight(ρ) = weight(ρ) = 0, weight(α) = 1, weight(u) = 2と定義して,

上述のようなステップ１からステップ４を進めると, 得られるスペクトル系列はE4-項で潰れて
結果として代数の同型

H∗(ES1 ×S1 LS2m; Q) ∼= H(E , D) ∼=
∧(α, α ρ, α ρ2, ....) ⊗ Q[u]
(α ρm · α ρn, u · α, u · α ρs)

を得る。
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