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1. はじめに
本報告集の内容は第３０回代数的組合せ論シンポジウムにおける講演内容とプレプリ

ント [8]の内容に基づいている。特に本稿は [8]で導入した (擬)スキーモイドとそれらが
つくる圏の解説とその基本性質の概説を目的とする*1。現状を概観する場面や展望, 希望
を語る場面では些か「押しつけ」の感が強い。著者が夢を語っている箇所とご理解頂きお
許し願いたい。
有限群は群環を経由することで圏論的表現論の道具を用いて有限次元代数の表現論と

共通の枠組みで研究が進められている。また分類空間を経由して位相空間の圏上でホモト
ピー論を用いてその性質が解明されてきた。代数的組合せ論における重要な研究対象であ
るアソシエーションスキームは有限群の一般化とも考えられる。したがって, それらの特
性の解明や, 分類は私たちの興味をそそる非常に重要な問題である。アソシエーションス
キームの研究をさらに進めるためには, 有限群の研究の歴史が示すように圏論的枠組みを
構築しその研究に必要な道具を整備すること, また分類問題を考察するために適切な不変
量を定義することが重要であろう。
一方で小圏のホモトピー論はある意味, 位相空間のホモトピー論と等価である。より正

確には小圏の圏と位相空間のつくる圏にはQuillenの意味のモデル圏構造が定まり, それ
らのホモトピー圏は互いに同値になる ([9])。よってトポロジー研究に現れる多くの対象
(CW複体, シンプレクテック多様体や Lie群など)はホモトピー論的には小圏に適切な条
件を付加して記述できるものと等価であると言って良い。しかしながら, 小圏には「顔」
がない。半順序集合 (posets)や亜群等のホモトピー論, 圏論的研究はあるものの, どのよ
うな小圏が特別なのかという議論は多くはない。小圏にある特別な性質「顔」を持たせ議
論することそして上記のようなアソシエーションスキームの圏論的枠組の構築を目的とし
て本研究プロジェクトは始まった。このような試みの一部を本稿で概説する。
第 2章ではアソシエーションスキームを一般化したスキーモイドの概念を導入しそれら

がつくる圏を定義する。スキーモイドとは小圏の射全体がつくる集合に適切な分割を与え
る (色分けを行なう)ことで構成されるもので, それらがつくる圏にはHanakiによるアソ
シエーションスキームの圏や Frenchにより導入された圏が埋め込まれる。さらにアソシ
エーションスキームにBose-Mesner代数が同伴するように, スキーモイドに対しても自然
に代数が付随して現れる。この代数がスキーモイドに対する基礎圏の圏代数の部分代数と
して現れることは, 圏論的表現論の道具を用いてスキーモイドが考察できることを示唆し
ている。
第 3章ではFrenchにより導入されたアソシエーションスキームの間の許容写像をスキー

モイドの場合に一般化し, その基本性質を述べる。第 4章ではスキーモイドの拡張やそれ
らの分類をBaues-Wirschingの小圏の拡張理論を用いて展開する。第 5章ではアソシエー
ションスキームを完全グラフと考えることで, 小圏とみなしそこからスキーモイドを構成
する方法を述べる。今後の展望は第 6章で述べられる。

[8]ではさらに thinスキームに対応する thinスキーモイドの概念とそれらがつくるス
キーモイドの適切な部分圏と亜群がつくる圏との同値性が述べられている。これらも重要
な結果ではあるが, 本稿ではその説明は割愛した。

2. (擬)スキーモイドとスキーモイドの圏
私たちが導入するスキーモイドとの比較のために, まずアソシエーションスキームの定

義を思い出す。
*1述べられる定理, 命題等の証明はすべて省略します。[8]を参照してください。
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有限集合Xと直積集合X×Xの分割S,すなわち巾集合2X×Xの部分集合でありX×X =
qσ∈Sσをみたすものを考える。また g ∈ Sに対して

g∗ := {(y, x) | (x, y) ∈ g}

とおき, 対角写像 {(x, x) | x ∈ X}を 1X で表す。分割 S が次の 3条件をみたすとき組
(X, S)をアソシエーションスキーム (ASと以下略記)という。

(1) 1X ∈ S,
(2) g ∈ Sに対して g∗ ∈ S,
(3) 任意の e, f, g ∈ Sに対して非負の整数 pg

ef が定まり, 任意の (x, z) ∈ gに対して

pg
ef = ]{y ∈ X | (x, y) ∈ e かつ (y, z) ∈ f}.

ここで pg
ef は元 (x, z) ∈ gの取り方に無関係に定まる非負整数であることに注意する。

例えば, 有限群Gを考えるとき [G] := {Gh}, Gh := {(k, l) ∈ G × G | k−1l = h}と定義
すると (G, [G])は p

Gfg

Gf Gg
= 1, h 6= fgのとき pGh

Gf Gg
= 0となりASとなる。

上記 (3)の条件を圏論的な条件に書き換えることで, 擬スキーモイドが定義される。以
後, 圏 Cの射 u : x → yに対して x = s(u), y = t(u)と表す場合がある。

定義 2.1. Cを小圏, すなわち Cの対象全体がつくる類が集合であるとする。S := {σl}l∈I

を Cの射全体がつくる集合mor(C)の分割であるとする。次の条件をみたすとき, 圏 Cと
分割の対 (C, S)を擬スキーモイド (quasi-schemoid)と呼ぶ。(Cはこの擬スキーモイドの
基礎圏とよばれる。)
任意の σ, τ, µ ∈ S と µの任意の射 f , gに対して, 集合としての同型

(πµ
στ )

−1(f) ∼= (πµ
στ )

−1(g),

が成り立つ。ただし, πµ
στ : π−1

στ (µ) → µは結合写像
πστ : σ ×ob(C) τ := {(u, v) ∈ σ × τ | s(u) = t(v)} → mor(C)

を制限して定義される写像を表している。以下 (πµ
στ )

−1(f)の濃度を pµ
στ と表す。

小圏を対象とし小圏の間の関手を射として得られる圏を Cat, その充満部分圏である亜
群 (groupoid) *2の圏を Gpdと表す。

例 2.2. (i)(離散的スキーモイド) Cを小圏としmor(C)の分割 Sを S = {{f}}f∈mor(C)で与
えるとき, 対K(C) := (C, S)は擬スキーモイドとなる。こうして小圏から自然に擬スキー
モイドが得られる。
(ii) (シューアスキーモイド) Gを (有限とは限らない)群とする。Gを一つの対象 •のみを
もち, 射の集合がGである亜群と考える。G-圏D, すなわち関手F : G → Catが存在して
D = F (•)となる圏Dを考える。このとき集合mor(D)のGによる軌道全体がつくる集合
を Sとするとき, (D, S)は擬スキーモイドとなる。実際これはシューア的ASが (3)の条
件をみたすことを確かめる場合と同じように示せる。
例えば, Dが次の図式で与えられる小圏であり, Z/2は aを bに 1x, 1yは変えずにDに

作用しているとする。

x1x 88

a
))

b

55 y 1yff Z/2bb

このとき擬スキーモイド (C, {{1x, 1y}, {a, b}})を得る。

擬スキーモイドにASの定義の条件 (1)と (2)を一般化したものを付加してスキーモイ
ドを定義する。

*2全ての射が可逆である小圏
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定義 2.3. 擬スキーモイド (C, S)が次の２条件をみたすときアソシエーションスキーモイ
ド (スキーモイド (schemoid))という*3。

(i)任意のσ ∈ Sと集合 J := qx∈ob(C)HomC(x, x)に対して, もしσ∩J 6= φならばσ ⊂ J .
(ii) 反変関手 T : C → Cで T 2 = idC をみたすものが存在する。さらに任意の σ ∈ Sに

対して
σ∗ := {T (f) | f ∈ σ}

は Sに属する。 反変関手 T を持つこのスキーモイドを (C, S, T )と表す。
例 2.4. (i)(ASからの構成) アソシエーションスキーム (X, S)を考える。このとき小圏 C
を ob(C) = X, HomC(y, x) = {(x, y)} ⊂ X × X, 合成を (z, x) ◦ (x, y) = (z, y)と定義す
る。 このとき U = S, 反変関手 T : C → Cを T (x) = x, T (x, y) = (y, x)で定義すると,
j(X, S) := (C, U, T ) はスキーモイドとなる。

(ii)(亜群からの構成) Hを亜群とする。小圏 H̃を ob(H̃) := mor(H), そして射に関し
ては

Hom
eH(g, h) =

{
{(h, g)} if t(h) = t(g)

∅ otherwise.

と定義する。さらにmor(H̃)の分割 S = {Gf}f∈mor(H)を Gf = {(k, l) | k−1l = f}, 反変関
手を (f, g) ∈ mor(H̃)に対してT ((f, g)) = (g, f)と定義する。このとき S̃(H) := (H̃, S, T )
はスキーモイドとなる。これは群Gから得られるアソシエーションスキーム S(G)の場合
と同様に確かめられる。
さらに体系的な (擬)スキーモイドの構成方については第 5章で述べる。ここでは次に

アドホックな方法で得られるスキーモイドの例をあげる。
例 2.5. Gを群とし, Cを次の図式で与えられる小圏とする。

xG 88
f // y Gop

ff

すなわち, ob(C) = {x, y}であり, HomC(x, x) = G, HomC(y, y) = Gop, HomC(x, y) = {f}
になる。このとき (C, S, T )はスキーモイドである。ただし, mor(C)の分割はS = {Sg}g∈G∪
{Sf}, Sg := {g, gop}, Sf := {f}, 反変関手は T (x) := y, T (y) := xで定義されている。
例 2.6. 次で定義される３系 (D, {Si}0≤i≤3, T )はスキーモイドとなる。ここで基礎圏Dは
図式

a
β

&&MMMMMMM

x
ε //

α
88qqqqqqq

γ %%KKKKKKKK y ; βα = ε = δγ;

b
δ

99ssssssss

で定義される。 さらにmor(D)の分割と D上の反変関手 T : D → Dはそれぞれ S =
{Si}i=0,1,2,3 S1 = {α, γ}, S2 = {β, δ}, S3 = {ε}, S0 = {1x, 1y, 1a, 1b}そして T (a) = b,
T (ε) = ε, T (α) = δ, T (β) = γで定義されている。
アソシエーションスキーム (X, S)にBose-Mesner代数A(X, S) が付随して現れた様に,

擬スキーモイドからも自然に代数が定義できる。まず圏代数を思い出そう。C を小圏と
し, Kを単位元を持つ可換環とする。このとき圏代数 (category algebra) とは自由K-加群
KC := K〈f | f ∈ mor(C)〉であり

αβ =

{
α ◦ β s(α) = t(β)

0 その他.

*3この定義からスキーモイドは実際, coherent configurationの一般化になっていることがわかる。
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により定義される積をもつK-代数である。圏代数は一般的には非可換であり単位元を持
たない。Cを基礎圏として持つ擬スキーモイド (C, S)が与えられたとする。分割 Sの元は
すべて有限集合であると仮定する。このとき任意の Sの元 σ, τ に対して圏代数KC上で

(
∑
s∈σ

s) · (
∑
t∈τ

t) =
∑
µ∈S

pµ
στ (

∑
u∈µ

u)

が成立する。すなわち自由K-加群
K(C, S) := K〈

∑
s∈σ

s | σ ∈ S〉

は圏代数KC部分代数となる。そこでK(C, S)を擬スキーモイド (C, S)のBose-Mesner
代数とよぶ。この代数が単位元を持つときはどのような場合かが直ぐわかる。
圏 Cに対して, mor(C)部分集合 J0を

J0 := {1x | x ∈ ob(C)}
と定義する。(擬)スキーモイド (C, S)に対して, α ∈ Sかつ α ∩ J0 6= φならば α ⊂ J0を
みたすとき, (C, S)は単位的 (unital)であるという。
補題 2.7. [8, Lemma 2.4] (C, S)を擬スキーモイド, その基礎圏 Cは有限とする。このと
き Bose-Mesner代数K(C, S)が単位元を持つための必要十分条件は (C, S)が単位的であ
ることである。

Hanakiが定義したの ASの圏 AS([4]参照)の定義を自然に拡張して (擬)スキーモイド
の圏を定義する。
定義 2.8. (i) (C, S)と (E , S ′)を擬スキーモイドとする。 このとき関手 F : C → E が任意
の σ ∈ Sに対して τ ∈ S ′が存在して F (σ) ⊂ τ をみたすとき F を擬スキーモイドの射と
いい F : (C, S) → (E , S ′)と表す。

(ii) (C, S, T )と (E , S ′, T ′)をスキーモイド, F : (C, S) → (E , S ′)を擬スキーモイドの射と
する。FT = T ′F をみたすとき F : (C, S, T ) → (E , S ′, T ′)と表して, F をスキーモイドの
射と呼ぶ。
記号の乱用はあるが, F が擬スキーモイドの射でありF (σ) ⊂ τ をみたしているとき, F

を分割の間の写像と考えて F (σ) = τ と表示する。
擬スキーモイドの圏, スキーモイドの圏を以下それぞれ qASmd, ASmdと表す。
例 2.2(i), 2.4で与えた対象間の対応は圏の間の関手を生み出す。こうして次の可換図式

を得る。

(2.1) Gpd
eS( )

// ASmd
k // qASmd

U //
Cat.

K
oo

Gr

i

OO

S( )
// AS

j

OO

ただし U は基礎圏を取り出す忘却関手, kは自然な忘却関手そして Grは有限群の圏を表
す。S( )は関しては第 2章の始めので与えた対象間の対応であるがこれも関手となる。こ
こで合成UkS̃( )が自然な埋め込みGpd → Catにはなっていないということに注意する。

定理 2.9. [8, Theorem 3.2] (i) 関手 S( )は S̃( )は忠実である。
(ii) 関手 i, jおよびKは充満忠実埋め込みである。
この定理によりスキーモイドはASの一般化であることが分り, さらに擬スキーモイド

が小圏の拡張であることがわかる。後ほど概説されるように, 関手 S̃( )により表されるス
キーモイドは thinスキーモイドとして特徴づけられる。したがってスキーモイドは亜群
の一般化でもある。
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3. 許容写像と基礎的スキーモイド
残念ながらBose-Mesner代数を与える対象の間の対応

A( ) : AS ///o/o/o/o/o Alg

は一般に関手を与えない。そこで, French[3]は ASの射を”許容写像”*4に制限することで
圏 Sを導入し, 次を示した。

定理 3.1. [3, Corollaries 6.4, 6.6] 対象の間の対応A( ) : S → Algは自然に関手を引き起
こす。

許容写像の定義を圏論的に書き換えて一般化することで, 定理 3.1は擬スキーモイドの
世界で一般化されることになる。その一般化のために圏 Sを拡大する。

定義 3.2. 擬スキーモイド (C, S)が基本的であるとは以下の (i), (ii)をみたすことである。
(i) α ∈ Sに対して α ∩ J0 6= φならば α ⊂ J0, ただし J0 := {1x | x ∈ ob(C)}である。
(ii) 基礎圏 Cは亜群である。

定義 3.3. 擬スキーモイドの射 φ : (C, S) → (D, T )は次をみたすとき許容的 (admissible)
と呼ばれる。任意の x ∈ ob(C), σ ∈ S そして t(g) = φ(x)をみたす g ∈ φ(σ)に対して,
f ∈ σが存在して t(f) = xおよび φ(f) = gとなる。

C
φ // D

· · · · · · •

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS •

��=
==

==
==

•
f

��

•
g∈φ(σ)

��
nφ

σ morphisms x φ(x)

注意 3.4. 定義 3.3 において, (D, T )は基本的であり, (C, S)が有限な擬スキーモイドで基
礎圏が亜群である場合 f の個数は有限でその値は φと σのみにより決まり x, gの取り方
にはよらない ([8, Lemma 6.5]参照)。その数を以下 nφ

σと表す。

有限な基本的擬スキーモイドと許容的射がつくる圏を Bと表す。

ここで, 第 2章で導入した擬スキーモイドにそのBose-Mesner代数を定める対応K( )を
思い出す。Frenchの結果をスキーモイドの言葉で述べると以下のようになる。

命題 3.5. [8, Proposition 6.7] (D, T )を有限な基本的擬スキーモイド, (C, S)は有限な擬
スキーモイドであり基礎圏 Cは亜群であるとする。さらに φ : (C, S) → (D, T )を許容的
写像とする。 このときK(φ)(sσ) = nφ

σsφ(σ) で定義される写像K(φ) : K(C, S) → K(D, T )
は代数の準同型写像となる, ただし sσ =

∑
p∈σ pである。

こうして定理 3.1の一般化が得られる。

定理 3.6. [8, Theorem 6.9] 命題 3.5で与えられる対応 K( ) : B → Alg は関手を誘導する。

さらに充満忠実関手 j : AS → ASmdは jS : S → Bに制限されやはり充満忠実となる。
基点付き thinスキーモイドおよびその圏 t(ASmd)0も定義でき*5, この圏は関手 S̃( )に

より亜群の圏 Gpdと同値になることがわかる ([8, Theorem 4.11])。

*4擬スキーモイドの場合に拡張した定義を以下に述べるため ASの場合の定義は省略する。
*5詳細は [8, Section 4]参照。
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既知の事実及び今まで述べた圏と関手についてまとめると次の図式を得る。

(3.1) Gpd
eS( )

' // (tASmd)0
eRoo // ASmd

k // qASmd
U //

K( )

���[
�[

�[
�[

�[
�[

�[
�[

Cat
K

oo

N( ) //
Set∆

op

c
oo

| |
// Top

S∗( )oo

Gpd′
i′

OO

eS( ) // B

44jjjjjjjjjjjjjjj

K( )

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Gr

i

OO

S( )

'
//

S( ) 00

(tAS)0

j(tAS)0

OO

// AS

j

OO

A( )
///o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o Alg,

S

jS

OO

;;wwwwwww A( )

22ffffffffffffffffffffffffff

ただし波矢印は関手ではなく単に対象上の対応である。またK と垂直方向の矢印 j, jS ,
j(tAS)0 は充満忠実関手 (fullly faithful functor)である。定理 2.9を参照。射 N( )と cは,
それぞれナーブ構成関手と圏化関手 ([6])を意味している。さらに | |, S∗( )は実現関手, 特
異単体集合を与える関手である。平行ライン上に表されている関手は, 下の射が上の射の
左随伴であることに注意する。狭義には関手 S̃( ) : Gpd′ → Bと qASmdからAlgへの対応
K( )はそれぞれ有限亜群の圏と有限擬スキーモイドの圏に制限されるべきである。ここ
で, Gpd′は対象上で単射となる射に制限してえられる, Gpdの部分圏である。

(3.1)の右上段に位置する３つの圏 Cat, Set∆
op

(単体的集合の圏)そしてTop(位相空間の
圏)を考える。Thomason([9]) の結果から それらのホモトピー圏は上の図式上に置かれて
いる関手N( ), S∗( )により同値になる。関手Kは充満忠実であるからある意味, 擬スキー
モイド “位相空間の一般化”とも言えよう。従って第 6章でも繰り返し言及されることで
あるが, qASmdにおけるホモトピー論を展開することは重要な意味を持つ。

Zieschang [13], Hanaki [4]により有限群の圏Grと基点付きの thin ASがつくるASの部
分圏 (tAS)0とは圏として同値となる (図式左下)ことが示されている。先に述べたように,
この事実は拡張されて, (3.1)上段の同値を与える。

4. スキーモイドの拡張と許容写像
(擬)スキーモイドを系統的に作り出すことは圏ASmd, qASmdを豊かにすることになり

特に重要である。ここでは Baues-Wrischingの圏の線形拡張を利用して (擬)スキーモイ
ドを拡大していくことを考える。

F (C)を Cの分解圏とする, すなわち ob(F (C)) = mor(C), 射 (α, β) : f → gはmor(C)
の対であり, 図式

t(f)
α // t(g)

s(f)

f

OO

s(g)

g

OO

β
oo

を可換にするものである。F (C)上の射の合成は (α′, β′)◦(α, β) = (α′α, ββ′)で定義される。
定義 4.1. ([1, (2.2) Definition]) Cと Eを小圏とする。さらにD : F (C) → K-Modを自然
系 (natural system), すなわち, F (C)からK-加群の圏K-Modへの関手とする。このとき
次の (a), (b), (c)が成り立つとき

D+ → E q→ C
を自然系Dによる Cの線形拡張 (linear extension)という。

(a) E と Cの対象の集合は同じで qは対象の上では恒等的な充満関手。
(b) C上の任意の射 f : A → Bに対して, アーベル群Df は推移的かつ効果的にmor(E)

の部分集合 q−1(f)に作用する。 α ∈ Df の f0 ∈ q−1(f)上の作用を f0 + αと表す。
(c) (b)の作用は線形分配法則 (linear distributivity law):

(f0 + α)(g0 + β) = f0g0 + f∗β + g∗α,
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をみたす, ただし f∗ = D(f, 1), g∗ = D(1, g)である。
命題 4.2. [8, Proposition 5.2]　小圏 C上の線形拡張D+ → E q→ C を考える。(C, S)を擬
スキーモイドとする。さらに任意の射 f ∈ mor(C)に対して準同型写像 f ∗と f∗は同型写
像となり任意の σ ∈ S, f, g ∈ σに対してD1s(f)

∼= D1s(g)
が成り立つとする。このとき Eに

は qがmor(E)の分割上では単射かつスキーモイドの間の射となるような擬スキーモイド
構造が一意に定まる。
命題 4.2でいう線形拡張をスキーモイド拡張そしてその射影 qを以下, 固有射 (proper

morphism)とよぶ。
注意 4.3. 底小圏 Cにスキーモイドの構造が入るある特別な場合には, Eにもスキーモイド
構造が定義できる ([8, Theorem 5.5]参照)。
任意の Z-加群M に対して, 自然系M : F (C) → Z-Mod (自明表現)を x ∈ ob(C)と

f ∈ mor(C)に対してM(x) = M , M(f) = idM 定義する。このとき Baues-Wirsching コ
ホモロジーH∗

BW (C, D)が次で定義される。
H∗

BW (C, D) := Ext ∗
Func(F (C),Z-Mod)(Z, D).

本来Baues-Wirschingコホモロジーは適切なチェイン複体により定義されていることに注
意する ([1, (1.4) Definition]参照)。

Baues-Wirschingによる結果 [1, (2.3) Theorem]は 2次 Baues-Wirsching コホモロジー
が小圏上の線形拡張を分類するということを主張している。したがって, 命題 4.2から次
の結果を得る。
定理 4.4. [8, Theorem 5.7] (C, S)を擬スキーモイド, D : F (C) → Z-Modを自然系で,
f ∈ mor(C)に対して f∗, f ∗は同型写像, さらに σ ∈ S, f, g ∈ σに対して, D1s(f)

∼= D1s(g)

が成り立つとする。このときBaues-Wirsching コホモロジーH2
BW (C; D)は射影 qが固有

射であるスキーモイド拡張D+ → E q→ Cを分類する。
系 4.5. [8, Corollary 5.8](X,S)をアソシエーションスキームとする。スキーモイド j(X, S)
上のすべてのスキーモイド拡張は分裂する。

j(X, S)は圏としては完全グラフから得られる圏となるため, 自明な圏と同値となる。し
たがって任意の自然系Dに対してH∗

BW (j(X,S), D) = 0 (∗ > 0). これより上の系が従う。
ある条件下で, スキーモイド拡張の固有射は前章で導入した許容写像になる。さらにそ

の固有射はBose-Mesner代数上に同型写像を誘導することがわかる ([8, Propositions 6.6,
6.11, Corollary 6.13]参照)。これらの事実から基礎圏が圏としては同型ではないが, それ
ぞれのBose-Mesner代数は同型であるスキーモイドを得ることができる。
例 4.6. [8, Remark 6.14] まず, 一般に群Gに対してG• := (G, {G}, T ))はスキーモイドで
あることに注意する, ただし反変関手 T は T (g) = g−1で与えられる。

(X, S)をアソシエーションスキームとし, E0とE1をそれぞれ積スキーモイド*6 j(X,S)×
(Z/2)•上の自明表現Z/2による自明なスキーモイド拡張と非自明なものとする*7。このと
き ch(K) 6= 2ならば, 代数として

K(E1) ∼= K(E0) ∼= K(j(X, S) × (Z/2)•) ∼= K(j(X,S)) ∼= A((X, S))

となる*8。しかし, 先にも述べたように j(X, S)が対象が一点である自明な圏と圏として同
値, すなわちその分類空間は可縮となる。また分類空間B(Z/2)は無限次元射影空間RP∞

*6スキーモイドの積はそれぞれの分割の積を用いて自然にスキーモイドになる。
*7j(X, S)は自明な圏と同値であった。したがってH∗

BW (j(X,S)× (Z/2)•, Z/2) ∼= H∗
BW ((Z/2)•, Z/2) ∼=

H∗(Z/2, Z/2)となる。H2(Z/2, Z/2) = Z/2より線形拡張の分類定理からスキーモイド拡張として自明な
ものとそうでないもの２つが現れる

*8ここで２番目の同型は j(X,S)上の自明表現 Z/2によるスキーモイド拡張が分裂し j(X, S) × (Z/2)•

という形のスキーモイドと同型であるという事実を用いている。
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となるから可縮ではない。このことから j(X,S)× (Z/2)•と j(X,S)は圏として同値では
ないことがわかる。

5. スキーモイドの構成方法
前章に引き続き, (擬)スキーモイドの構成方法について考える。ここではBerger-Leinster

による方法に基づき正方行列から小圏を構成し, そこにスキーモイドの構造を入れるとい
う構成方法を紹介する。

Z =
(
zij

)
を非負整数を成分とする正方行列とする。Z は推移的すなわち, zij, zjk ≥ 1

ならば zjk ≥ 1をみたすとする。さらに対角成分は全て 2以上であるとする。このとき
Berger-Leinster[2]は, 圏の行列がZである有限小圏 CZ を次のように構成した*9。
CZ の対象がつくる集合を順序集合 {i}i∈ob(CZ)とする。zij = ]HomC(i, j)とし, 各 i, jに

対して zij 6= 0のとき恒等射ではないφij : i → jを一つ選ぶ。射の合成 i
α→ j

β→ kをα 6= 1
かつ β 6= 1のとき β ◦ α = φikで定める。このときCZは圏となる。以下では {φij}ijを CZ

の枠と呼ぶ。射の合成を全て枠に”押し込める”ことで圏CZは得られていると言ってよい。
(X, P = {Pl}l=0,..,s) をアソシエーションスキームで {

(
Rl

)
}をその隣接行列とする。す

なわちRlの (i, j)成分をRl(i, j)とすると

Rl(i, j) =

{
1 if (i, j) ∈ Pl,
0 otherwise

である。{
(
Rl

)
}を用いてスキーモイドが構成できる。

定理 5.1. [8, Theorem 7.5] 上の記号のもと, 正数 z0, ..., zsに対して

Z := z0R0 + z1R1 + · · · + zsRs + diag(1, 1, ..., 1).

とおく。S = {σl}l=0,1,..,sをCZの枠 {φij}ijの分割とする, ただし σ0 = {φii | i = 1, ..., m},
σl = {φij | (j, i) ∈ Pl}である。このとき Sを含むmor(C)の分割 Σが存在して*10(CZ , Σ)
は擬スキーモイドになる。さらに z0 = · · · = zsであるとき, (CZ , Σ)は単位的スキーモイ
ド構造をもつ。

定理 5.1の基礎圏 CZ は始めに与えられるASを完全グラフと考えたときその射の集合
を”太らせて”得られている。

例 5.2. H(2, 2)を (2, 2)型の Hamming スキームとする。このとき定理 5.1の構成にした
がって得られる擬スキーモイドを (CZ , Σ)とする。その基礎圏 CZ は 4 × 4行列

Z =
2∑

i=0

niRi + diag(1, 1, 1, 1) =


n0 + 1 n1 n1 n2

n1 n0 + 1 n2 n1

n1 n2 n0 + 1 n1

n2 n1 n1 n0 + 1

 .

を用い, 上述のBerger-Leinsterの手続きに沿って得られる。さらにΣは次の図が示すよ
うなmor(CZ)の分割である。

•%%×n0 99
h(s3

�O
+k 6v

oo ×n1 //
__

×n2

��

OO

×n1

��

• yy
×n0ee

6v +k
�O

s3h(OO

×n1

��
•%%×n0 99

h(s3
�O
+k 6v

oo
×n1

//
��

×n2

??

• yy
×n0ee

6v +k
�O

s3h(

+ 4 white identities.

*9圏の行列 C から圏の Euler標数が２つ定義される。これらの性質が [2]で考察されている。
*10Σの定義は [8, Proposition 7.4]参照。
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6. 展望

(擬)スキーモイドを研究する上での今後の展望を述べてこの稿をおえる。

• Bose-Mesner代数を経由した圏論的表現論を用いたスキーモイドのホモロジー論的考察:
スキーモイドから得られるBose-Mesner代数の導来同値の考察など。

• CatのQuillenモデル圏構造, (コ)ファイブレーション圏構造から qASmdに付加される
構造をもとにしたスキーモイドのホモトピー論的考察: 具体的なシリンダー対象を与えた
抽象ホモトピー論の展開と qASmdの 2-圏構造を用いたホモトピー論的考察およびホモト
ピー不変量*11の導入など。

上の２つの考察は決して独立して進むわけではない。実際 qASmdの 2-圏構造を利用すれ
ば適切な擬スキーモイド (C, S)からベクトル空間の圏への関手圏を考えることでMitchell
対応を模倣できる。すなわちBose-Mesner代数K(C, S)上で圏論的表現論, コホモロジー
論的表現論の展開が期待できる。(2.1)の図式およびその後のコメントが示すように有限
群はASを経由してスキーモイドの圏に運ばれる。しかし Catまで持っていった場合それ
は常に対象が一点である圏と同値になってしまい, そこから面白い表現論, コホモロジー
論は展開できない。Webb [10], Xu[11, 12]等により有限群のコホモロジー論を拡張した小
圏のコホモロジー論の研究も進んでいるが, これをそのままASに適用することはできな
い。小圏のコホモロジー論を再構築して別系列のスキーモイドのコホモロジー論をつくる
必要があろう。そのキーワードが上述のMitchell対応であると考える。
また qASmdの 2-圏構造は Catのそれを拡張して得られる。すなわち上述の充満忠実関

手 K : Cat → qASmdは 2-圏の関手となる ([7, Theorem 3.9])。従って Hardie, Kamps,
Marcum [5]により圏論的に考察される Todaの積を用いて擬スキーモイドのホモトピー
集合を考察することも可能になろう。そうして得られる非自明な元が持つ幾何学的, 代数
的組合せ論的意味を探ることにも意味がある。
アソシエーションスキームの研究では閉集合の概念や, Bose-Mesner代数の表現論的な

性質が重要な役割を果たしている ([14])。こうした概念をスキーモイドの場合に一般化し
それらが qASmdや ASmd内でどのように振る舞うかの研究も重要であろう。実際, 図式
(3.1)内を移動しながらの考察が再びASに戻ってくる可能性もある。一般化からの還元も
期待できる。

(擬)スキーモイドは [8]ではじめて導入された概念である。まだまだ若く, その性質は
ほとんど解っていないと言って良い。ホモトピー論的, ホモロジー論的性質の解明やアソ
シエーションスキームのように代数的組合せ論, デザイン, 符号理論にこの新しい対象が
応用されること強く願う。

謝辞 第３０回という記念すべき回に伝統ある代数的組合せ論シンポジウムに参加しそし
て講演出来たことは私にとって非常に光栄なことでした。また講演者, 参加者の方々とア
ソシエーションスキームの一般化について議論できたこと, さらに今後研究を進める上で
重要な助言をして頂いたことは私にとって大きな収穫となりました。最後になりました
が, 講演の機会を与えて頂きました世話人方々, 北詰正顕氏, 原田昌晃氏, 新谷誠氏そして
講演者として推薦して頂いた花木章秀氏に感謝いたします。
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