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1. はじめに

本稿は，プレプリント [K19]の概説である。ストリングトポロジーの歴史を概観
し，Lie群の分類空間に同伴する開閉ストリングトポロジーに現れる，重要なホイッ
スル・コボルディズム作用素の非自明性の証明を概説することを目的としている。

1990年代後半，Chas-Sullivan [C-S]により，向きづけられた多様体Mの自由ルー
プ空間LM := map(S1,M)のホモロジーH∗(LM)上に，積や余積をはじめ魅力的な
代数構造が導入された。Cohen-Jones [C-J]によるこうした代数構造のホモトピー論的
解釈を経て，ホモロジーH∗(LM)には，2次元位相的場の理論 (Topological quantum
field theory (TQFT))[C-G]やホモロジー的共形場理論 (Homological conformal field
theory (HCFT))[Go]構造が付加され，豊かな分野，ストリングトポロジーが出現
した。このストリングトポロジーはオービフォールド [L-U-X]，Lie群の分類空間
[C-M, H-L]，Gorenstein空間 [F-T], 可微分スタック [B-G-N-X]まで拡張され発展し
続けている。

Gorenstein 空間 [F-H-T]は，多様体, Poincaré双対空間や分類空間，Borel構成を
含む大きなクラスを与える。また可微分スタックは，オービフォールドや分類空間
を統一的に扱える概念とも言える。Gorenstein 空間をもとに展開される導来ストリ
ングトポロジーの概説として [栗林]をあげておく。

Table 1. ストリングトポロジー先行研究等概観／*は具体的計算結果を含む

\ストリングトポロジー 向付け可能 Lie 群の スタック Gorenstein
付加構造 \ 　　　 多様体 分類空間 (軌道体を含む) 空間
ループ (余)積 [C-S] (’99) [C-M] (’08) [B-G-N-X] [F-T] [K-M-N]
位相的場の理論 [C-G] (’04) 本話題 [K19] (’12)
開閉理論 　 [T] [B-C-T] [Gu] (’11) [L-U-X](’08) 今後の研究課題

B-V代数構造 [M]*(’09) [K-M]* [A]*
HCFT 　 [Go] (’08) [H-L] (’15) 軌道体関連 ??

de Rham，　 [I](’18) [N]* , [W]*
有理ホモトピー論 [F-T] (’09) [K-M]* 今後の研究課題 [F-T]
計算ツールの開発 [C-J-Y] (’04) [K-M] 今後の研究課題 [K-M-N2, K-M-N]*

導来圏における考察 [B-C-T] (’09) ?? [K-M-N] (’15)
Hochschild ホモロジー [K11]* [K16]* ??

論文 [C-S]からすでに 20年が経過しようとしている。しかしながら，ストリング
トポロジーに現れる作用素の具体的な計算が進んでいるとは言い難い。具体的計算
を進めることで，見える世界があること，応用へとつながることは経験や歴史が教
えてくれる。実際，Tamanoi [T]の結果は，多様体のストリングトポロジーが与え
るTQFTにおいて，ジーナス 1以上を持つ曲面に対応するコボルディズム作用素は
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自明になるということを主張する。したがって，TQFTにおいて本質的な作用素は
ペアオブパンツから得られるループ (余)積のみとなってしまう。
プレプリント [K19]では，Chataur-Menichi [C-M]による分類空間のストリングト

ポロジーを拡張して得られる Guldberg [Gu]のラベル付き開閉TQFTを考え，そこ
に現れるホイッスル作用素の具体的計算を行っている。結果として，ホイッスル作
用素の非自明性が示される。後で見るように，ホイッスル作用素はTQFTの開理論
と閉理論を結びつける作用素であるから，その非自明性はこの２つの理論が分離し
ないことを意味することになる。

主張 1.1. コンパクト連結 Lie群Gの最大階数閉部分群からなる集合を Bとする。
このとき，Bでラベル付けられた開閉TQFTにおいて，ホイッスル作用素は非自明
である。

2. ラベル付き開閉位相的場の理論と主定理

まず，一般的なラベル付き 2次元TQFTを導入するために，集合 Sによりラベル
付けられた開閉コボルディズムの圏 oc-Cobor(S)を次のように定義する。対象は S1

および端点が Sの元によりラベル付けたれた区間 I = [0, 1]の直和である。対象 Y0

から Y1への射は 2次元の向き付けられた曲面 (2次元コボルディズム) の微分同相類
である。その 2次元コボルディズム次のような３つの部分からなる境界 ∂Σを持つ
ものとする:

∂Σ = Y0 ∪ Y1 ∪ ∂freeΣ

以降，コボルディズムΣが文脈から明確であるとき，Y0とY1をそれぞれ，∂inと ∂out
と表す。また，自由境界と呼ばれる境界部分 ∂freeΣは，境界 ∂Y0と ∂Y1の 1次元コ
ボルディズムであり，∂Y0と ∂Y1のラベルと両立する S上のラベルが付加されてい
るものとする (詳細は [M-S]を参照)。 射の合成は，コボルディズムを境界で接着す
ることで与えられる。ただし，ラベルは保つように接着することが要求される。
字数付きベクトル空間のなす圏をK-Vectと表す。ただし，射は次数を保存すると

は限らない線形写像である。このとき，モノイダル関手

µ : (oc-Cobor(S),
⨿

) −→ (K-Vect,⊗)

を Sによりラベル付けられた 2次元開閉位相的場の理論という。ただし，
⨿
はコボ

ルディズムの直和を表し，ラベル付けられた開閉コボルディズムの圏のモノイダル
構造を定義している。以下２次元のコボルディズムΣに対して関手 µにより定る線
形写像を µΣと表す。また，(Σ, {ΣH}H∈S′) によりラベル付き自由境界の連結成分が
{ΣH}H∈S′で与えられるコボルディズムを表す。ただし，S ′は Sの部分集合である。
ここで，Guldbergによる分類空間のラベル付き 2次元開閉位相的場の理論を紹介

する。コンパクト連結 Lie群Gとその閉部分群からなる集合をBと表す。ラベル付
きのコボルディズムΣ := (Σ, {ΣH}H∈B′)に対して，空間M(Σ)をプルバック図式

M(Σ) //

��

// map(Σ, BG)

i∗
��∏

H map(ΣH , BH)
Bι∗

//
∏

H map(ΣH , BG),

で定義する。ただし，ι : H → Gは包含写像，i : ∂freeΣ =
⨿

H ΣH → Σは埋め込み
を示している。以下，特異 (コ)ホモロジーの係数は体K(標数は断りがなければ任
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意)であるとする。また，一次元のコボルディズム ∂in = (∂in, {ΣH ∩ ∂in}H∈B′)に同
様のプルバック構成を適用して，空間M(∂in)を得る。プルバック構成の自然性か
ら，包含写像 in : ∂in → Σは写像 in∗ : M(Σ) → M(∂in)を誘導する。次の命題はコ
ボルディズム作用素を構成する上で本質的である。

命題 2.1. [Gu, Proposition 2.3.9] (i) 包含写像 inはファイブレーションM(Σ)c →
M(Σ)

in∗
→ M(∂in)を誘導し，そのファイバーM(Σ)cはΩBH ≃ H, G/Hとあるファ

イブレーション ΩBH → E → G/H の全空間 Eとの積で与えられる。ただし，H
はコボルディズムΣのラベルである。
(ii) (i) におけるファイブレーションは向きづけ可能である。すなわち底空間の基本
群のファイバーのホモロジーへの作用は自明である。

こうして，ファイブレーション h := in∗ : M(Σ) → M(∂Σ)に対して，ファイバーに
沿う積分写像 h! : H∗(M(∂Σ)) → H∗+i(Σ)が定義できる。その次数 iはH∗(M(Σ)c)
のトップ次数であることに注意する。次が [Gu]における主定理である。

定理 2.2. ([Gu, Theorem 1.2.3])コンパクト連結 Lie 群Gとその連結閉部分群から
なる集合 Bを指定する。B上ラベル付けられたコボルディズムΣに対して，合成

µΣ : H∗(M(∂in))
h!−→ H∗(M(Σ))

(out∗)∗−→ H∗(M(∂out))

で定義される線形写像 (コボルディズム作用素と呼ばれる)µΣはラベル付けられた 2
次元開閉位相的場の理論を与える。特に，µΣ1◦Σ2 = µΣ1 ◦ µΣ2が成立する。

ここで，そしてこれ以降はTQFTに現れる符号 (determinants)部分は無視する。
すなわち，コボルディズム作用素の計算においては，non-zero倍を無視して行うこ
とになる。
ラベル付けられたホイッスル・コボルディズムW = (W, {WH})を考える。そのイ

ン・バウンダリー ∂inは I = [a, b]であり，Hでラベル付けられたアークWH = a∩b

の端点がそれぞれ aと bである。アウト・バウンダリー ∂outは円S1である。W の自
由境界はWHのみであることに注意する。[K19]の主定理は次のように述べられる。

定理 2.3. ([K19, Theorem 1.1]) Gをコンパクト連結Lie群，Hを連結閉かつ最大階
数部分群とし，GとHの整係数ホモロジーは p-トージョンを持たないとする。ただ
し pは体Kの標数である。このとき，ホイッスル・コボルディズムW = (W, {WH})
及び逆向きホイッスル・コボルディズム (W op, {(W op)H}) に同伴する作用素 µW と
µW op は非自明である。さらに，(deg(Bι)∗(xi), p) = 1 (i = 1, ..., l)が成り立つとき，
合成作用素 µW ◦ µW op = µW◦W op も非自明である。ただし， Bι : BH → BGは包
含写像 ι : H → Gが誘導する分類空間の間の写像であり，x1, ..., xlはH∗(BG;K)の
生成元である。

定理 2.3の前半の仮定のもと，[K19, Remark 3.2 (ii)]の結果から，ホイッスル・コ
ボルディズムの逆の合成に同伴する作用素 µW op◦W は自明になる。

3. 定理 2.3の証明の概略

定理2.3の証明の流れは，次の通りである。(i)コホモロジー上で双対作用素DµW =
(in∗)!◦(out∗)∗とDµW op = (out∗)!◦(in∗)∗を考察する。(ii)コホモロジー環H∗(M(W )),
H∗(M(∂in)) と H∗(M(∂out)) を Eilenberg-Moore スペクトル系列 (EMSS)(例えば
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[LS67]参照)を用いて決定する。定理2.3の前半の仮定から，コホモロジー環H∗(BG)
とH∗(BH)は多項式環と同型になる。これにより，両側Koszul 分解 ([B-S])がE2-
項の計算で利用できる。また (in∗)∗および (out∗)∗の振る舞いをコホモロジー環の生
成元を明確にすることで決定する。(iii) 命題 2.1の証明から，ファイブレーション
h := in∗ : M(W ) → M(∂inW )と k := out∗ : M(W op) → M(∂in(W

op))のファイ
バーはそれぞれ，H とG/H になる。これから，それぞれのファイブレーションに
関する Leray-Serreスペクトル系列 (LSSS)を考察することで，ファイバーに沿う積
分写像 h!と k!の振る舞いを調べる。(iii) DµW とDµW opが非自明となる定義域の元
を見つける。(iv)合成DµW op ◦DµW を計算する。
以下，この章では，定理 2.3に現れる，ホイッスル作用素 µW の非自明性の証明の

概略を与える。結果として主張 1.1が従う。定理前半の仮定から適切な生成元を用
いてH∗(BG) ∼= K[x1, ..., xl], H

∗(BH) ∼= K[u1, ..., ul]と表せる。次数 deg xiと deg uj

はいずれも偶数であることに注意する。また，環準同型写像 f : A → M , g : A → N
を用いて，MとNをA-加群とみなすときの得られるトージョン積をTorA(M,N)f,g
と表す。まず，(i)(ii)を実行することで，下記の可換図式 (3.1)と (3.2)を得る。

(3.1) H∗(M(∂out))

k∗

��

TorK(K,H∗(BGS1
)) =: A1

Torη(η,(out∗)∗)
��

∼=
EM

oo

H∗(M(W )) TorH∗(BG∩)(H
∗(BH∩),H∗(BGW )))(Bι∗)∗,res∗ =: A2

∼=
EM

oo

H∗(M(∂in))

h∗

OO

TorH∗(BG{a,b})(H
∗(BH{a,b}),H∗(BGa—b)))(Bι∗)∗,p∗ =: A3

∼=
EM
oo

Torres∗ (res
∗,res∗)

OO

ただし，ηは単位写像, XK は写像空間map(K,X)を，また ∩はアーク a∩b = WH

を意味する。具体的な計算により，どの EMSSもE2-項で潰れ，さらに拡張問題が
存在しない。すなわち代数としてTotE∗,∗

2
∼= (ターゲットのコホモロジー環)が成り

立つ。上述のEM は，この同型射と Eilenberg-Moore 写像との合成である。
(3.2)

A1

��

TorH∗(BG×2)(H
∗(BG),H∗(BGI)))∆∗,(ε0×e1)∗

∼=
EM

oo

��

H∗(BG)⊗ ∧(y1, ..., yl)
∼=oo

(Bι)∗⊗1
��

A2

∼=
Tort∗ (t

∗,1)
// TorH∗(BG)(H

∗(BH),H∗(BGS1
)))(Bι∗)∗,(ev0)∗ H∗(BH)⊗ ∧(y1, ..., yl)

∼=oo

A3

OO

∼=
// TorH∗(BG×2)(H

∗(BH×2),H∗(BGI)((Bι∗)∗)⊗2,res∗

Tor∆∗ (∆∗,u∗)

OO

H∗(BH)⊗H∗(BH)
((Bι)∗xi⊗1−1⊗(Bι)∗xi)

.
∼=oo

m

OO

ここで，mはH∗(BH)上の積から得られる写像である。
(iii)を実行する,すなわちファイバーに沿う積分写像 h!を計算するために，，ファ

イブレーション hから得られる LSSS {LSE∗,∗
r , dr}を考える。Smithの結果 [LS81,

Lemma 3.4]から, m(ζij) =
∂(Bι)∗xi

∂uj
をみたす元 ζij in H∗(BH) ⊗ H∗(BH)が存在し

て，H∗(BH)⊗H∗(BH)上で，

(Bι)∗xi ⊗ 1− 1⊗ (Bι)∗xi =
l∑

j=1

ζij(uj ⊗ 1− 1⊗ uj)
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と表すことができる。またH∗(ΩBH) ∼= H∗(H) ∼= ∧(z1, ..., zl)と表すとき，Eilenberg-
Mac Lane 空間から得られる LSSS系列との比較により，zjは uj ⊗ 1− 1⊗ ujに転
入的であることが示される。こうして，wi :=

∑l
j ζijzjはパーマネントサイクルであ

ることがわかる。さらに，上述 (3.1)と (3.2)の計算から，

K{w1, ..., wl} ∼= (QTotE∗,∗
∞ )odd ∼= (QH∗(M(W )))odd ∼= K{y1, ..., yl}

が成立する。ただし，QAは環Aの非分解元がつくるベクトル空間を意味する。し
たがって，(3.2)におけるA1の代数構造から LSE

∗,dimH
∞ 上で，次を得る：

0 ̸= y1 · · · yl = w1 · · ·wl = det(ζij)z1 · · · zl.

さらに，ファイバーに沿う積分写像の定義から，

µW (1⊗y1 · · · yl) = h!◦k∗(1⊗y1 · · · yl) = h!(1⊗y1 · · · yl) = h!(det(ζij)z1 · · · zl) = det(ζik)

となり，定理の前半を得ることになる。
定理の後半は，m(det(ζik)) = det(m(ζik)) = det(∂(Bι)∗xi

∂uj
)が等質空間G/Hの基本

類となる ([LS82, Proposition 3])ことから従う。

注意 3.1. 主定理 [K19, Thoerem 1.1]の応用として，[K19, Remark 3.2]ではホイッ
スルコボルディズムと他のコボルディズムとの合成 (接着)で得られるコボルディズ
ム作用素の (非)自明性が議論されている。

開理論に関しては，Guldberg [Gu]が最後の章で取り上げ，G = SU(2)であり，ラ
ベルとして極大トーラスを持つ場合に，具体的な計算を行っている。また定理と同
様，ラベルの集合Bが Lie群Gの最大階数部分群からなる場合は，[K19, Appendix
A]で開理論のコボルディズム作用素の計算方法を述べている。
結果として，基礎体がQである場合，分類空間のラベル付き開閉 TQFTは，等

質空間G/H (H ∈ B)の基本類を指定することで具体的な計算が可能であるとこを，
[K19, Assertion 4.2]は主張する。
定理の中のHがGの最大階数部分群でない場合，ホイッスルコボルディズム作用

素や開理論の計算に関してはまだ不明な点が多い。
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